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ROZWIAZANIE
LINIOWEGO ROWNANIA ROZNICOWEGO
W PRZESTRZENI WYNIKOW
GENEROWANEJ PRZEZ CIAGI DWUSTRONNE

STRESZCZENIE

W pracy rozwaza sie zagadnienie poczatkowe dla liniowego réwnania réznicowego
o statych wspotczynnikach okreslonego w przestrzeni ciggdw dwustronnych C'(Z). Problem ten
przedstawiono w ujeciu nieklasycznego rachunku operatorow Bittnera. Wykorzystujac model
nabla tego rachunku z pochodng rozumiang jako réznica wsteczna, rozpatrywane zagadnienie
rozwigzano w tzw. przestrzeni wynikow. Wyniki powstajg przez dzielenie elementéw przestrzeni
C(Z) przez injekcyjne endomorfizmy tej przestrzeni. Przedstawione rozwazania dajg poczatek

nabla-rachunkowi, ktéry moze by¢ konkurencyjny w stosunku do rachunku opartego na dwustron-
nym przeksztatceniu Z.

Stowa kluczowe:

ciggi dwustronne, réwnanie roznicowe, rachunek operatordw, model nabla, wyniki i operatory,
element wykfadniczy.

ROWNANIE ROZNICOWE

Rozwazmy liniowe rownanie réznicowe rzedu n o statych wspotczynnikach

box(k) + bix(k —1) 4+ -+ byw(k —n) = f(k), @8

gdzie by, by,. ... b, sa danymi liczbami rzeczywistymi, takimi ze by, b, # 0,

{x(k)} € C(Z) jest ciagiem nieznanym, {f(k)} € C(Z) jest ciagiem danym,

natomiast C'(Z) jest liniowa przestrzenia rzeczywista ciagow rzeczywistych dwu-
stronnych, tzn. k € Z'.

! Z oznacza zbiér liczb calkowitych.

85



Hubert Wysocki

Roéwnanie réznicowe (1) z warunkami poczatkowymi
x(ko —n+1) ::::?_O_H_i_l yx(kg —n+2) =;z-‘?.0_n+9 .....
x(ko — 1) ::ITE,“_I sa(ko)= .-:.'E.U ,(2)

gdzie ko € Z oraz :zrf,o_”“ . :::E,G_”H. e _:r.-?_0 € R sa z gory ustalonymi wartosciami
poczatkowymi, ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Istotnie, pozostate wartosci ciagu {(k)} mozemy jednoznacznie okre$li¢ na
podstawie nastgpujacych zalezno$ci rekurencyjnych

x(k) = %[f(k) — [k =1)+ -+ bx(k—n)]] dla k> ko 3)
0
oraz

x(k—n)= bi[f(f.) — [box(k) + -+ bp—rx(k —n + 1)]] dla £ < ko. (4)

W pracy tej wyznaczymy rozwiazanie zagadnienia (1), (2) w tzw. przestrzeni
wynikow, stosujac rachunek operatorow Bittnera.

PODSTAWY RACHUNKU OPERATOROW

Rachunkiem operatorow Bittnera [1, 2] nazywamy zespot
CO(L°. L', S.T,.5,, Q). (5)

gdzie L i L' sa przestrzeniami liniowymi (nad tym samym ciatem skalarow T°%),
takimi ze L' C L°. Operacja liniowa S : L' —s L° (co zapisujemy S € £(L', L)),
nazywana pochodnq (abstrakcyjna), jest surjekcja. Ponadto () jest zbiorem wskazni-
kow ¢ dla operacji T, € £(L°, L"), takich ze ST, f = f. f € L°, zwanych pierwot-
nymi, i dla operacji s, € L(L', L'), takich ze s,» = x —T,Sx,x € L', zwanych
warunkami granicznymi. Jadro operacji S, tzn. Ker S, nazywamy zbiorem stafych
dla pochodnej S.

Latwo sprawdzi¢, ze warunki graniczne s, q € @ sa rzutami L' na podprze-
strzen Ker S.

Przez indukcje okresla sig ciag przestrzeni L, n € N ° w taki sposob, ze

L" = {:1.‘ € L" 1. Sy € L”_l}.

* W pracy tej bedziemy zaktadali, ze L9 L' sa przestrzeniami rzeczywistymi, tzn. T := R.
* N oznacza zbior liczb catkowitych dodatnich.
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

Wowcezas
..cL"cL"lc...ctcL®
oraz
9}:(Lm+n) — Lm
gdzie

L(L", %) 58" :=S0S0...08, me&Ny:=NU{0}, neN.
N ——
Jezeli zdefiniujemy obiekty (5), to mowimy o reprezentacji lub modelu ra-
chunku operatorow.
Z réwnaniem roznicowym (1) zwigzany jest model nabla, w ktorym po-
chodna S jest r6znica wsteczng V.

MODEL NABLA

W pracy [9] wykazano, ze zespot (5), gdzie = {x(k)} € L'=L':=C(Z),
q=ko€Q:=Zoraz

Sy =V :={zk)—x2(k-1)}, (6)
ko
— > a(i) dla k <k
i=k+1
Tyor = 0 dla k=ky . ke, (7
}..
Soox(i) dla k> ko
i=ko+1
Skol 1= {z(ko)} (3)

tworzy dyskretny V-model rachunku operatoréw Bittnera z pochodna jako roznica
wsteczng V.

ROWNANIE ROZNICOWE W MODELU NABLA

Stosujac model nabla, wyrazimy réwnanie (1) za pomoca réznicy wstecznej
S=V.
Twierdzenie 1. Rownanie roznicowe (1) mozna sprowadzi¢ do postaci

anS"x + ap_1S" e+ -+ a1 S + apx = f, )
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gdzie f = {f(k)} € L' = C(Z),x = {x(k)} € L" = C(Z) oraz

(sz(—l)JZ (;)b; j€0,n:={0,1,...,n}. (10)

i=j
Dowo6d. Musimy pokazac, ze
> bk - j) ZGJSJ ZZ ( )b ST (k). (11)
=0 j=0 i=0 i=j

Wzor (11) wykazemy przez indukcje wzgledem n € Ny. Dla n = 0 rowno$é¢
(11) jest oczywista. Niech B bedzie operacja przesunigcia wstecz

Bx(k) :==x2(k—-1), keZ.
Mamy stad Bz = (I — S)a* oraz

x(k—m)=B"x(k)=(I—-S)"x(k .—Z ( ) v(k), k€Z,meNy. (12)

7=0

Wobec tego, na podstawie zatozenia indukcyjnego i (12), otrzymujemy
n+1

ij L—;)—ZI)J (k=7 +bprrz(k—n—1)

=0 j=0

n 7 n+1 + 1
-3 (-1 ( )b Sig +b,,+1z (” ) i (k)

Jj= Uf—J

:_ z () Z P ("5 st

n+1

I (;)bé" (k) + (- )(”jl)b,ms?(a)]

3=0 i=j

+(=1)" 1 (” N l)b,,ﬂs**lm(;ﬂ)

n n+1 n
+(_1) i (?}' + 1) bu-l—'|Sr +1:“(k)

n n+1 . )
n+1n+1 .
= Z Z(_l)'j (;) b,;S";;'{:(},:)_ u

J=0 i=j

* T jest operacja identyczno$ciowa okreslona na L° = L' = C(Z).
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

Przyklad 1. Dwustronny ciag Fibonacciego

ko|...—5-4-3-2_-1012345..
ek)]... 5 -3 2-1 1011235 ...

jest jednoznacznie okreslony za pomoca roéwnania rekurencyjnego

w(k)—ax(k—1)—x(h—2)=0, keZ (13)

1 warunkoéw poczatkowych
x(—1)=1,2(0) = 0. (14)
Mamy tutaj bp=1,by =bs = —1. Stosujac wzor (10), otrzymujemy

ag=by+ by +ba=—1,a1 = by + 2bs = 3,a9 = bo = —1. Wobec tego w modelu
nabla rownanie (13) przyjmuje postaé

—S%r+3Sr—x=0+= S%r —3Sxr+2 =0, (15)
gdzie x = {x(k)} jest ciagiem Fibonacciego. A

Poniewaz
Siy = (I — B)z = Z(—l)‘f (?) Bz = Z(—l]‘f (:?'_):;r[,"\: —J)s (16)
=0 J j=0 J
zatem warunki poczatkowe (2) dla réwnania (1) wyznaczaja nastgpujace warunki
graniczne

.sg.nS";tf = {Z(—l)i (;)-’I’i}-u—,;} =:ceKerS, i€e0n—-1 17

1=0
dla réwnania (9).

Przyklad 2. Stosujac (17), stwierdzamy, ze warunkom poczatkowym (14) (okreslo-
nym dla &y = 0) odpowiadaja nastgpujace warunki graniczne ¢y = {0}, ¢; = {—1}.
Sa to ciagi state nalezace do Ker S. Jest to przestrzen izomorficzna z R, poniewaz
kazdemu ciagowi stalemu odpowiada doktadnie jedna liczba rzeczywista okreslajaca
jego wyraz ogolny. Mozemy zatem umownie napisac, ze ¢ = 0,¢; = —1. A

Przy danych warunkach granicznych c;, na podstawie (17) mozna jedno-
znacznie okresli¢ warunki poczatkowe :;-:?.0_ . W tym celu wystarczy skorzysta¢ ze
wspomnianego izomorfizmu, otrzymujac uktad réwnan liniowych

] .
1 i
> (=1 ( ')‘%—j =c, i€0,n—1,
J
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5 20 20 20 - o
z ktérego xy . ... Lo —n+1 Obliczamy rekurencyjnie

0 .
a ko — cp

0 i = i (1.0

N 1V e R AYTEATS PR T T
wpo—i = (=1)"(ci = 2 (=1) (J.).r.,‘_“_j). i=1,2,....n—1

1=0
Whiosek 1. Warunki poczqtkowe (2) i graniczne (17) sq rownowazne.
Zauwazmy rowniez, ze kazde rownanie roznicowe
anS"x + ap1S" e 4+ a1 Sz + agr = f

moze byé sprowadzone do postaci (1) bez koniecznoéci obliczania iteracji .S'.
W tym przypadku wspoétczynniki b,,,b,_1,.... by wyznaczamy rekurencyjnie na
podstawie (10), otrzymujac

b, =(-1)"a,

_ n _ : (18)
buj=(=1)"Va—j— X (,L)bii j=12,....n
i=n—j+1 ’
Przyklad 3. Dla rownania
S3x +28%: — 3Sx + 4 = f, (19)
gdzie azg =1, a» =2, ay = —3, ap =4, na podstawie (18) otrzymujemy b3 = —as=—1,

b-z = a9 — 3b3 = :)bl = —a] — 2{)3 - Jb‘j = —4.5{} =dp — b] - E)-_} - bg = 4. Zatem
(19) przyjmuje postaé

de(k) — 4wk = 1) + d52(k — 2) —2(k —3) = f(k), keZ,
gdziex = {x(k)}, f={f(k)}. A

Obok pochodnej, pierwotnych i warunkow granicznych podstawowymi
obiektami rachunku operatoréw Bittnera sa wyniki i operatory [1, 2], ktére wyko-
rzystamy do rozwiazania zagadnienia (9), (17).

WYNIKI I OPERATORY

Przy danej przestrzeni liniowej L (nad ciatem I') i przemiennej potgrupie
multiplikatywnej (L) endomorfizméw i zarazem injekcji przestrzeni L staje si¢
mozliwe wprowadzenie uporzadkowanych par

E=[f.U], felL Uen(l)
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

i relacji réwnosci
([£.U]=19.V]) €5 (Vf=Ug), fg€L UV en(L)
ktora jest typu rownowaznosci.
Relacja ta dzieli zbidr wszystkich rozpatrywanych par na klasy abstrakcji,
ktore nazywamy wynikami. Wynikiem nazywamy réwniez dowolnego reprezentanta
¢ danej klasy i uzywamy dla niego zapisu utamkowego

[ e
= U= Lf. U]

Zbior wynikoéw E(L, (L)) (oznaczany krotko przez =(L)) z dziataniami

f 9 _Vi+Ug _ f\ _f
=4 = =) == L,vel, UVen(L
T v W) =1 feelove € (L)

jest przestrzenia liniowa nad ciatlem I,

Elementy przestrzeni L mozemy traktowac jako wyniki, bo odwzorowanie

Lln‘
fr— [—f fel, Uenr(L)
jest izomorfizmem.

W E(L) okreéla si¢ ponadto dziatanie

Iy RS
v’ru’
gdzie f € L, Re L(L,L), U € (L), UR = RU.

R(

Przyklad 4. Niech bedzie dana ustalona pierwotna 7}, odpowiadajaca pochodnej S.
Dalej niech 7, (L°) bedzie ustalona pélgrupa zawierajaca operacje T, Wowczas
wyniki e, € Z(L°, T, (L)) postaci

c

€ 1= —

T,
nie naleza do przestrzeni L° dla kazdego ¢ € Ker S\ {0} [2]. 4

Z przyktadu tego wynika, ze Z(L) \ L moze by¢ zbiorem niepustym.

Element ¢ € L nazywamy wynikiem regularnym, natomiast element
& € Z(L) \ L wynikiem singularnym [8].

Niech bedzie dany endomorfizm R € L(L, L) przemienny z operacjami
nalezacymi do polgrupy m(L). Operacj¢ liniowa okreslong wzorem

I ._ RS -
| — 1= — L. LV (L
1 I/r L"' I’; f € I')l € T( )
R

nazywamy operatorem i oznaczamy symbolem /1 1= 7.
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Operator jest wiec endomorfizmem przestrzeni wynikéw Z=(L). Operator
o = Li_.f?, gdzie U € w(L), utozsamiamy z endomorfizmem R. Latwo sprawdzic,
ze suma operatoréw, iloczyn operatora przez element z ciata I' i zlozenie operatorow
jest operatorem. Ponadto dzielenie przez operator, ktorego licznik jest injekcja,
W nastepujacy sposob
€U,
" R

i

-—

prowadzi réwniez do operatora.

ABSTRAKCYJNE PRZEKSZTALCENIE LAPLACE’A-CARSONA

Dla elementu = € L" zachodzi nast¢pujacy wzor Taylora (tw. 6 [2])
w=co+Tyer+- 4T, ens + T S, (20)
gdzie .
ci =8q5'x, i€ 0,n— 1.
Mamy stad (tw. 9 [2])
S"x =Pz —Plcg— P ey — oo = Pyenoy, (21)
gdzie

I L

}{,; = i€ 1l,n

1,
jest i-ta iteracja operatora Heaviside'a P,, natomiast [ := idyo jest operacja iden-
tycznoéciowa okreslong na LY.

Wzér (21) odpowiada transformacie Laplace’a-Carsona n-tej pochodnej
funkcji x = {x(t)} [4]:

Lo[z ()] = p" Le[z(t)] — p a(0F) = p" 12/ (0F) — -+ — pz"~D(0F),

gdzie
+eo

Lelz(t)] = p/:;.'(f)(:_*’fdt

0

jest przeksztatceniem Laplace’a-Carsonai p € C°.

> C oznacza zbior liczb zespolonych.
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

W zwiazku z ta analogia przedstawienie wyniku & jako funkcji operatora
Heaviside’a w postaci & = X (F)c, gdzie ¢ € Ker S, nazywamy abstrakcyjnym
przeksztatceniem Laplace’a-Carsona. Natomiast operator X (I°,) nazywamy trans-

Sformatq Laplace’a-Carsona wyniku &. Jezeli X (F,) := %fi) oznacza funkcje

wymierng operatora Heaviside’a, to przez A,T(U;-’i lub WL( gdzie v € R, bg-

) (e
dziemy rozumieli wynik T{!’L}( ye).
Przyklad 5. Wynikowi singularnemu e, z przykladu 4. odpowiada transformata
E.(P) =P, A

Przyklad 6. W modelu nabla ciag

z={(1=XMr"Fc}  edzie ceR\{0},AeR\ {1}, (22)
bedacy rozwiazaniem zagadnienia
{ Sx = A\ — { (1=Nax(k)—xzk—-1)=0 kel 23)
Spet = ¢ z(ko) =c¢

nazywamy elementem wyktadniczym (o wykladniku \)°.

Rozwiazujac réwnania réznicowe metoda operatorowa, zwykle stosuje sig
przeksztatcenie Laurenta Z. W przypadku, gdy dziedzing réwnania jest przestrzen
C(Z), nalezatoby korzysta¢ z przeksztatcenia dwustronnego

+oo

X(z) = Z[z(k)] == Z x(k)z™ = Z_[x(k)] + Z4[z(k)],
ke=—00
gdzie
-1 “+o0
Z_[z(k)] == D w(k)z7" Zpfe(k)] =) a(k)z" (24)
k=—0c k=0
izeC.

Dla ciagu (22) szeregi (24) sa zbiezne odpowiednio w obszarach

D_i={:€C: || <[l-AI""}, Di:={:eC: |z >[1-A"}.

W (23), zgodnie z umowa, ciag staly {c} utozsamiamy z liczba e.
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Poniewaz D_ ND, = (), dwustronne przeksztalcenie Z dla elementu wy-
ktadniczego (22) nie istnieje. Istnieje natomiast abstrakcyjna transformata Laplace’a-
-Carsona. Zauwazmy najpierw, ze zagadnienie

Sz =Ar, sp,x=0
ma tylko rozwiazanie zerowe, co jest rownowazne implikacji
[(I =AM}, =0]=[2x=0].
Mozemy zatem rozwaza¢ poigrupe 77 (L") zawierajaca injekcje I — AT}, i roz-
wiazaé zagadnienie (23) w przestrzeni wynikow Z(LY, TTy, (L")). Mianowicie z (23)
otrzymujemy x — ¢ = AT}, x, czyli
[
r=———".
I — ATy,
Ostatecznie operator Pﬁﬁj—)\ 7 jest transformata Laplace’a-Carsona elementu wyktad-
0

niczego (22), tzn.

" Py
1— M\komkel = —Fo 2
e (25)
Poniewaz dla A # 0, mamy
I _ P,
e (_ - r).
Py, — A Py — A
zatem, na podstawie (25), otrzymujemy rowniez
(1 — \)ko=Fk 1 I
e = 26
{ A ‘ PA'U —A ‘ A (20)

ROZWIAZANIE ROWNANIA ROZNICOWEGO
W PRZESTRZENI WYNIKOW

Rozwazmy ponownie model nabla rachunku operatoréw (5). Ponadto niech

M(S) = apS™ + an_1S" '+ - 4+ a1 S + apl.

7 Jezeli V jest operacja A (lub operatorem z1) i a € R, to bedziemy pisali umownie
V + aoraz v — V zamiast V + al oraz ol — V.
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

Z (3), (4) wynika, ze jednorodne rownanie réznicowe
box(k) + byx(k—1)+---+byx(k—n) =0, keZ 27
z zerowymi warunkami poczatkowymi
(ko —i)=0, i€0n—1 (28)

ma tylko rozwiazanie zerowe x = {0}rez. Z (17) wynika, ze warunki poczatkowe

(28) generuja jednorodne warunki graniczne
skS'e =0, i€0,n— L (29)
To z kolei na podstawie twierdzenia 1. oznacza, ze prawdziwa jest implikacja
[ M(S)z =0,s,,S'c=0,i€0,n—1]=[x=0]. (30)

Ze wzoru Taylora (20), dla m < 1 mamy

m—1

noom,, __ i—im Mmoo,y n—i n—im4+i i,
Ty S"w = T (Thy S™x) = " — E T Spe S,
i=0

skad, po uwzglednieniu (29), otrzymujemy 737 S™a = T}/ ""'w,m € 0, n. Korzysta-
jac z tej wlasnosci, nietrudno sprawdzic¢, ze implikacje (30) oraz
[ M*(Ty,)r =0] =[x =0],
gdzie
M*(Tk,) == anl + an1Tjy + -+ + u.lT;_L_l + aoT},

0’

s rownowazne.

Mozemy zatem réwnanie réznicowe (9) z warunkami granicznymi (17)
rozwiazaé w przestrzeni wynikow =(L°, TTy, (LY)), gdzie ?T]"A_D(LOJ jest potgrupa

zawierajaca endomorfizm M*(T},) = T} M (P}, ). Mianowicie, korzystajac z (21),

otrzymujemy
(I-”(P;:.L:I-‘ - Pf.:,f.‘n — P;_’O_l(:l — o= PryCnot)
+a,—1 (P;_:)_I:rf— P;_:]_I(.-U—P;,:]_2(:| — =Py cn_2)+- - -+ai(Pryx—Pryco)+aor = f,
czyli
n—1
M(Pry)x = Mi(Py,)ci + f. (31)
i=0
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gdzie

M;(Pr,) := Z a.‘,-P;fU_". i€0,n—1. (32)

j=i+1

Przyjmujac, ze f = I'(1,)c, gdzie ¢ € Ker S, z (31) otrzymujemy

T = Z_: M"(P'{"“)c- + (Do) c. (33)

Jezeli wyniki

n—1 n—1 1
M;( Py, M (Ty, F( Py, T F*(Ty,)
£1=E I(ik)f&':E 7*(_*)(:5 §2 = 5 ( ﬂ)t:= LIU* &
P M(Py,) M*(Ty,) M (Pp,) M*(Ty,)
gdzie

M; (Tiy) i= T} Mi(Py,) = Z a; T, F*(Ty,) = F(I/Ti,),

j=i+1

sa regularne, to wynik (33) jest rozwiazaniem zagadnienia (9), (17). Przedstawiajac
wyniki &1, &> jako elementy przestrzeni C'(Z), otrzymujemy rozwigzanie tego za-
gadnienia w przestrzeni ciagow dwustronnych C'(Z).

Przyklad 7. Zagadnienie okreslajace w V-modelu jednoznacznie ciag Fibonacciego
ma postac

S%2y —3Sr+a2=0
sor =cp = {0}, spSr=c ={-1}

(patrz przyktady 1.1 2.).
Mamy zatem

(P} =3Py + 1)z = Py{—1},

czyli
Py 3—V5 3+V5
T = W{— }= - {1} — — B {1}
o 3o+l 2V5(FP — =522) 2V5(Py — #522)

Na podstawie (26) mamy
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Rozwigzanie liniowego réwnania réznicowego w przestrzeni wynikow...

skad po przeksztalceniach ostatecznie uzyskujemy

W f[() (5} e e

Jest to zwarta posta¢ wyrazu ogdlnego ciagu Fibonacciego. Dla wskaznikow

catkowitych nieujemnych jest ona znana z literatury jako wzor Bineta. Z powyz-
szych rozwazan wynika, ze ciag (34) jest okreslony dla dowolnych liczb catkowitych
(por. [3, 5]). Elementy x(k) dla ujemnych & nazywamy liczbami negaFibonacciego [6].
Mamy przy tym z(—k) = (=1)* 2 (k). k € Z. A

Przyklad 8. Zauwazmy, ze

(S . /\)n-{-l:{__ — [(1 _ /\) - B]n-}-ll _ Z(_l)f

1
n+ -(T?- + ]_
i=0

)(l _ /\):;+1—EBJ:!:

7

n+1

= (")),

gdzie x = {x(k)}.
Niech

n!

T = {7(;‘: — kn)ﬁ(l - /\)k“_k_”(:} , (35)

gdzien € No,c e R\ {0}.A e R\ {1}

oraz
n—1

P = H(T + i), 0= 1, relR

1=0
jest tzw. potegq wstepujqcq lub symbolem Pochhammera.

W modelu nabla ciag (35) nazywamy jednomianem wyktadniczym (stopnia
1. 0 wyktadniku X). Pokazemy, ze jest on rozwiazaniem zagadnienia

(S=N"He=0 z (_1)'(’*f1)(1 — A (k—i) =0
Sk S'er =0, i €0,n— 1+ :( )=0,icOn=1 keZ.
Spe S = ¢ z(ko —n) = (—1)"¢
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W tym celu obliczymy najpierw (S — A)z. Mamy wigc

(S =Nz =(S—\) {ﬂu — ,\)*‘-0—*‘—"(:}

n!

= {L‘ _ k“)ﬁ( /\)5\[] —k—n_ “‘ — g‘:n — l)ﬁ(l /\)f\u k—n+1 }

n!

_A{(’:_'llo)”(] Ao k—n } { 'I\_‘!;(]i A)A'O—L‘—”‘i'l(:
n! ' !

U‘ — ko —1)" (1- /\)Rn k—n+1 } {;‘ ""U ('t' —ko— 1) (1_)\)3'0—5\'—#!4'1(‘}

n!
= {(‘L’(; fui’)’l_l (1- /\)A-u—;\-_n+1(___} ‘

Skorzystali$émy tutaj z whasnoéci r” — (r — 1)" = nr" 1.

Zauwazmy teraz, ze

n+1 ngg v n (‘!‘ - ‘I"'U)”_l ko—k—n+1
(8= X" = (8 = X)'(S = A= (S = V)" § === (1= ) e

Ostatecznie, przez indukcj¢ wzgledem n, otrzymujemy
(S =Nl = (S = A){(1 = A)roFe),
ale (S — M) {(1 = N)*o=Fe} = {0}, bo {(1 — A\)*0~*¢} jest elementem wyktadni-

czym (22).
Poniewaz

0 dla i€e0,n—1
(k—ko— :) = ,

[e= =kg .
(=1)"n! dla i=n
zatem warunki poczatkowe
(ko —i)=0,i€0,n—1, x(ko—n)=(—-1)"c

sa spelnione. Korzystajac z (16), nietrudno réwniez sprowadzié, ze ciag (35) speiia
warunki graniczne

SkoS'w = 0'c, i €0,n,
gdzie ;" jest symbolem Kroneckera.

Poniewaz
n+1

(S - /\):H-l — Z(i)‘)n-i-l—isi‘.

i=0
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zatem
M (Ppy) = (Pry — A",
gdzie a, 41 = 1. Stosujac wzor (32), mamy roOwniez

n+1
My (Pry) = > a;PL" = Py,
j=n+1

W zwiazku z tym, na podstawie (33), uzyskujemy jednomian wyktadniczy

(35) w postaci wyniku regularnego jako funkcji operatora Heaviside’a

Ux.’ — .‘ll-.'[‘_n)W ko—hk— PI.O
S (1= NheRneh = R
{ n! ( ) c (PAO _ /\)n+1

W szczegblnosci wynika stad wzor (25) oraz

U}.' - .Iu'.n)ﬁ C n
{ '??.! ¢ Prr TAO ¢

W [9] wzor (37) uzyskano, korzystajac z definicji pierwotnej T,. A

Przyklad 9. W modelu nabla zagadnienie poczatkowe

do(k)—dzk -1+ 2k =-2)=(E+3)(k+4) ke,
z(—4) =z(-3) =1 '
przyjmuje postaé
S2x+28cr+ax=f
s 3r=cg=1,8_3Sr=¢;1=0"
gdziex = {z(k)}. f = {(k+3)(k+4)}.
Mamy stad
(P?; 4+ 2P 34 1)x = (P? 3+ 2P+ o {1}
czyli
P +2P%;+2 ) = P_3+2P’* { \
T PP 2P s+ ) T PR (Pt 1)?
2 5P_5
= pa il = —{1}+{6}— ;{ -5
-3

(36)

(37

(3%)

{1}.

Stosujac (36), otrzymujemy rozwiazanie zagadnienia (38) w przestrzeni cia-

gow dwustronnych C'(Z):
w(k)=(k+3)(k—2"*F) —-5.273% 416, kecZ a
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THE SOLUTION OF A LINEAR DIFFERENCE

EQUATION IN THE SPACE OF RESULTS

GENERATED BY TWO-SIDED SEQUENCES

ABSTRACT

The paper analyses the initial value problem for a linear difference equation with constant

coefficients, defined in the space C'(Z) of two-sided sequences. The above problem has been
presented using the non-classical Bittner operational calculus approach. Using the V-model of that
calculus with its derivative understood as a backward difference, the issue in question has been
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solved in a so-called results' space. The results are obtained by dividing the elements of the C'(Z)

space by the injective endomorphisms of that space. The described analysis gives rise to a nabla-
-calculus that can be considered competitive to the calculus based on the bilateral Z-transform.

Keywords:
two-sided sequences, difference equation, operational calculus, nabla model, results and operators,
exponential element.
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