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KRZYWOLINIOWA FUNKCJA REGRESJI
W BAZIE FUNKCJI SKLEJANYCH

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono mozliwo$ci zastosowania bazowych funkcji sklejanych do wy-
znaczania funkcji regresji metoda najwiekszej wiarygodnosci. Opracowany algorytm wykorzystano
do opisu przebiegu predkosci obrotowej silnika elektrycznego. Dokonano analizy statystyczne;
zgodno$ci dopasowania modelu do danych pomiarowych.

WSTEP

W niektorych zagadnieniach zwiazanych z opisem sygnatow rzeczywistych
wystgpuja zmienne Y, ktore sa sumami funkcji rzeczywistych y(¢)zaleznych od

czasu ¢ i losowego sktadnika &(¢) wyrazajacego zaktocenie lub szum:

Y = y(2) +&(2),

gdzie funkcja &(¢) podlega rozktadowi normalnemu N (0, o) o wartosci oczekiwanej
rownej zero i odchyleniu standardowym . Ponadto zaktadamy, ze dla dowolnych
chwil ¢,, & e(),_n1 zmienne £(z,) sa niezalezne. Wartoéci sygnatu ¥ mozna zmie-
rzy¢ jedynie z btedem. W takim przypadku dostepny jest pomiar wielkosci y obar-
czony szumem (zaktdceniami) €. Pomiar ) rdzni sie wiec od wartosci y. Na
podstawie danych pomiarowych ) oraz w oparciu o cechy statystyczne zaklocen
z sygnatu y bedziemy szukali pewnego modelu p opisujacego sygnat y, ktory
pozwoli z zakloconych blgdami danych wartos$ci funkcji przyblizanej y otrzymaé

funkcje przyblizajaca V.
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Niech bgda dane wartosci y,, k€0,n, sygnatu Y obiektu rzeczywistego

zaobserwowane w chwilach 7., & e(),_n] . W danych chwilach ¢, e(),_n] mozliwe
sa rozne wartosci Y . Sygnat y opiszemy nastgpujaco:

y=y+e,

gdzie ¥ jest érednia sygnatu y w chwili 7.
Zaktadamy, ze dla kazdego ¢ zmienna losowa y ma rozktad normalny ze

$rednia y. Nastepnie $rednia y sygnalu y przedstawimy w postaci bazowych
funkcji sklejanych stopnia # .

BAZOWE FUNKCJE SKLEJANE N-TEGO STOPNIA

Niech

bedzie zbiorem tzw. funkcji sklejanych n-tego stopnia wyznaczonych rekurencyjnie
za pomoca wzoru De Boora [4]:

~ 1 t—t ~. t. -1 ~
B="" { LB () 42 T B,i*i(t)} (1)
no|t,., —t t.. —t

i+n+l i i+n+1

gdzie ie—n,N -1, adla n =0 baza B!(¢) jest opisana nastepujaco:

1|1 fortelt,t.,,)
h

Bi(f)=—
O() 0 for te[t[’tiﬂ)

Wykresy bazowych funkcji sklejanych pokazuja rysunki 1 — 6.

ol -

t
k [

Rys. 1. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia zerowego
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Rys. 2. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia pierwszego

to toth to+2h to+3h

Rys. 3. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia drugiego

¥
4
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to to+h to+2h to+3h tg+4h

Rys. 4. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia trzeciego
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Rys. 5. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia czwartego

G5
7200

26
T20R

7

720h ta  foth fa+2h lor TR o+ 4R Lo+ 5h larGh

t

Rys. 6. Wykres bazowej funkcji sklejanej stopnia piatego

Niech A4, , gdzie N <n, —n, bedzie ukladem punktéw

, t—t —
t,=t, +ih,h=——2ie0,N
N

dzielacych przedziat [t('],t,',‘]z [t,.t,] na N podprzedziatow
Ayt <. <ty
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Uzupetimy podzial A, punktami

. =t,—iht,, =t, +ihiel,n.

i

Bazowe funkcje maja nastepujace wtasnosci:
B(t)>0 dlat, <t<t,,.,, B@)=0dla te(,t.,,), [B®di=1

oraz stanowia rozklad jednosci, tzn. dla kazdego 7e(7,t,) mamy zg ®=1.

W kazdym przedziale [¢,,¢,,,] funkcj¢ sklejana mozna zapisac jako

i

s'(ty=c, B™"()+...+¢ B (1), ¢,eR, icO,N—I.

i-n""n

Zatem kazda funkcj¢ sklejana s mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji
liniowej:

s(f) = Eciﬁg (). 2

FUNKCJA REGRESJI OPISANA ZA POMOCA
BAZOWYCH FUNKCJI SKLEJANYCH

Na podstawie danych pomiarowych sygnatu rzeczywistego wyznaczymy
funkcje

N-1

=3 ¢Bl(1), 3)

i=—n

taka ze dla kazdego ustalonego ¢ 0,n, zmienna losowa y . ma rozktad normalny

z warto$cig oczekiwang

“)
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1 odchyleniem standardowym o . Ponadto zaktadamy, ze zmienne losowe y, sa nie-
zalezne. Wspoélczynniki ¢,,i e —n,N —1 wyznaczymy metoda najwigkszej wiary-
godnosci, minimalizujac funkcj¢ gestosci

= W [ IZ"C,B,,U )

rozktadu zmiennych losowych y,, k € 0,n,

Logarytmujac stronami t¢ funkcje, otrzymujemy
n 1 ! N-1 ~. |
InL=-nlnc—-—In2n——>[y, - XcB(1)] .
2 267 k=0 i=—n

Nastepnie obliczajac pochodne wzgledem ¢, i € —n, N —1 1 przyrownujac je

do zera, dostajemy rownania najwigkszej wiarygodnosci
Z[yA Zc,B,,(m B/(t)=0, je-nN-1
Po przeksztalceniach powyzszy uktad réwnan zapiszemy w postaci

S BB (1)t S BB = Zka (1))

k=0 k=0

....................................................................................................... ®)
no L~ .
cgnzB;n(tk)BnNil(tk)"‘"'+Cz(\)/ IZBN l(zk)BN I(tk) ZkaN 1(tk)
k=0 k=0
lub macierzowo
BC=G,
gdzie
2EIWE @) XBTWE W) 2B W),
k=0
B=| e e e , C=| |, G= . (6)
ZB "(t)B)(t) .. DBIN()B)(t) Cy Zy,(Bf (@),
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Na przedziale [z,t¢,,] istnieje n+1 nietozsamosciowo rownych zero funkcji

i

postaci B""*'...., B'. Dlatego tez macierz

B= {ZE,:‘ (t)B] (1, )}
k=0 (n+N)x(n+N)

jest macierza symetryczna, nieosobliwa i wstggowa (tzw. (2n + 1) -diagonalng), po-

niewaz 3 B! (£)B/(,)=0 dla |i- j[zn+1.
k=0

OCENA ZGODNOSCI FUNKCJI REGRESJI
Z DANYMI Z POMIAROW

W poprzednich paragrafach oméwiony zostat problem wyznaczania funkcji
regresji. Znajomos$¢ funkcji regresji, charakteryzujacej zwiazek funkcyjny istniejacy
w zaleznosci statystycznej, umozliwia przewidywanie przecigtnego zachowania si¢
sygnatu. Jednak sama znajomos$¢ funkcji regresji nie umozliwia oceny wartos$ci roz-
bieznosci migdzy przewidywaniami a wartosciami pomiarowymi. Do okreslenia
natezenia zwiazku miedzy dwiema wielkoSciami wykorzystuje si¢ wspodlczynnik
korelacji wielowymiarowej.

Wykazemy najpierw wazna wtasno$¢, ktéra zachodzi w metodzie najmniej-
szej sumy kwadratdw, mianowicie: warto$¢ srednia z pomiarow

n

W tym celu dodamy stronami réwnania w uktadzie (5), uzyskujac nastgpu-
jaca rownosc:

c, (Z"ZE,;" (B () +...+ B @) +...+

™
+ e BB, @)+ 4 BTG = X FB (1) + .+ B(1).
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Korzystajac z wlasnosci ([6])

N-1
Y. Bi(n)=1 dla re[t,t,],

i=—n

mozemy (7) zapisa¢ w postaci
¢, 2B (t)+...4ey, D B ()= 5,
k=0 k=0 k=0
1 nastepnie

n ~

e B (t)+..+ e\ BN () =D5, .
k=0

k=0
Poniewaz

c. B(t)+...4¢c, B (t)=7,,
zatem

n " n -

Z)’k = Zyk

k=0 k=0

Dzielac t¢ rownos$¢ obustronnie przez n, otrzymamy zadana rownos¢ wartosci
srednich

M=

_ 1 - 12 .
y== yk=—Zyk- )
n (=0 n k=0

Policzymy teraz wspolczynnik korelacji migdzy wielkosciami 7y,
ay,.ke 0,1, wyrazajacy natgzenie zwiazku migdzy warto§ciami sygnatow wyzna-

czonych z pomiaréw a wartosciami funkcji regresji. Wzor opisujacy wspotczynnik
korelacji wielowymiarowej jest nastepujacy:

S, -9, - )
R=R, =——= ©)

— \/i(yi_)_/)zzn:(j}i_)_})z
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Uwzgledniajac rowno$¢ sum [2]

Y0 =P == 20,

wzor (9) przyjmuje postac:

FUNKCJA REGRESJI OPISANA ZA POMOCA
FUNKCJI SKLEJANYCH TRZECIEGO STOPNIA

Dobrze przyblizajacymi szerokie klasy funkcji sa bazowe funkcje sklejane

stopnia trzeciego. Baze funkcji sklejanych trzeciego stopnia wygodnie jest przed-

stawi¢ w postaci:

0 dla
fi() dla
£, (0 dla
TRt | £ dla
f.(1) dla
0 dla

gdzie:

t<t,+(i—-2)h
ty+([(=2)h<t<t,+(i-1h
t,+((-Dh<t<t,+ih
t,+ih<t<t,+(i+1)h
t,+(@+Dh<t<t,+(i+2)h
t2t,+(+2)h

£ =1, 1=t—(t, + (i —2)h);

f,()=h +3h°1+3ht* =37,

(O =h+3n°t+3m° =30, t=t,+(i+1)h—t
fi)="7, t=t,+([i+2)h—t,

ktorych wykresy przedstawia rysunek 7.
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t=t—(t,+(i—1)h);

(10)
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Dla funkcji regresji
)A/ = c—lq)—l )+ Co(Do([) toeet CNCDN(t) + CN+1CDN+1 (?) (11)

w danej bazie uktad rownan (5) przyjmuje postac

c(-)lzq)—l(t/;)q)—l(t;c)"'""" CS+1Z(DN+1(t/;)(D—1(t1;) = Zikq)q(t/;)a
k=0 k=0 k=0

....................................................................................................... (12)
Cgl Z(D—l(t;c )Py (tk )+t CS+1 ZCDNH(t/; )Py (tk) = Z;kCDNH(tI;)’
k=0 k=0 k=0
(L]
. | T Tp Ty Tz T; Tz Ty-1 T T
/\m t
Rys. 7. Bazowe funkcje sklejane stopnia trzeciego na przedziale [,,¢,, ]
Uktad (12) przedstawimy w postaci macierzowej
BC=G
gdzie:
SO EPLG) e DD (D7) . S50, (1),
k=0 k=0 fe=0 (13)
B E eoe  sevscsssemesscsscemensnnses ; C = SRR G = cee
ZCD—I (Zl; )(DNH(tlyf) Z®N+l(tl;)q)N+l(t;c) Cns Z.)N}k(DNH(t;c)’
k=0 k=0 k=0
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Na przedziale [7,,¢, ]sa cztery nietozsamo$ciowo réwne zeru funkcje
postaci:

D ,,D,,D

i+1°

q)i+2
b

zatem ) ® ()P (1,)=0 dla |i—j[>4, czyli B jest macierza wstegowa
k=0

7-diagonalna.
Wprowadzimy nastg¢pujace oznaczenia:

A= Y0P, (), ie-LN+1;
k=0

Si: Z(Di(tlyc)q)iﬂ(tlyc)a l.E—LN;
k=0

N = Zq)i(tl;)q)i+1(t1;)a ie—1,N-1;
k=0

i = Zq)i(tl'c)q)m(t/;), ie-1LN-2;
k=0

g= LI, (5), ie-LN+1.
k=0

Przy takich oznaczeniach macierze uktadu ( 12) przyjmuja postac:

Ay 9, my ¢, O 0
9, A 9% My g O 0
a4 % A 8 m g 0 0
S My % Ay 9, oMy g 0 0
B=10 ¢ m 98 Ay 9 my S3 0 0 |
0 0 oy My Sy Ay Syl My
0 0 Syos Mz Oy Ay Sy
L 0 0 CGvoa My Oy 7"N+1_
I . ] [ & ]
) &o
C=| : |} G=| :
Cy En
| Cnt | | 8N |
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Macierz B jest macierza symetryczna, zatem istnieje jednoznaczny rozktad
B=UWU’,

gdzie macierze U oraz W maja odpowiednio postac:

1 0o .. 0]
p, 1 0 0
9 p, 1 0 0
r, qg p, 1 0 .. 0
U=0 #» ¢ p, 1 0 01;
0 0 rv.y vy Py 1 0
0 0 miy gy, pPyy 10
L 0 0 'voa 4y Py i
fw, 0 .. 0 |
0O w, O 0
0 0O w 0 0
0 0O 0 w, O 0
W= 0 0 0 0 w, O 0
0 0 wy, O 0
0 0 Wy 0
L 0wy,

i T oznacza transpozycje macierzy.

Rozktad macierzy B mozna uzyska¢ metoda eliminacji Gaussa. Wzory do

wyznaczenia Ui W sa nastgpujace:
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_ 2 2 2 .
W= A =W DL WG, — Wl

1
P = ;(Si — W DG — Wi ol

l

1
q;, = M, =w_piar);
w.

1

S

gdzie: ie-1LN+1; p,,=0;9,=0dla ie-3,-2; =0 dla ie-4,-2; ¢, =0
daieN-LN+1;n,=0dlaieN,N+1; 9,,, =0.

Aby znalez¢ rozwiazanie C uktadu rownan AC=G, czyli UWU' =G,

nalezy rozwiaza¢ kolejno dwa uktady rownan:
UZ =G;
WwWU'C=Z

wedlug wzoroéw

Z, =8 —ZiPin —ZiaGia —Zialiss L€—Lk+1;

Z.
— ! ;
C; =——=C3t, —Cinq, —Ciy D, s 1€k +1,-1.

i i+3%0
i

PRZYKLAD

Dla ilustracji przedstawionego algorytmu dokonano 5895" pomiaréw pred-
kosci katowej ® obcowzbudnego silnika pradu statego sterowanego od strony
uzwojenia twornika, rejestrujac wartosci co 0.002 s.

Rysunek 8. przedstawia punkty pomiarowe (¢,,%,), i =1,...,5895 oraz lini¢
regresji  uzyskang opisana metoda. Obliczenia przeprowadzono przy ro6znych

liczbach N +3 funkcji sklejanych.

* Pomiary zostaty dokonane przez zesp6t naukowy prof. dr. hab. inz. Adama Charchalisa.
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Rys. 8. Punkty pomiarowe (x,,7,), wykres funkcji regresji y oraz roznice migdzy danymi
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pomiarowymi y a warto$ciami obliczonymi z regresji p
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Do oceny modelu mozna skonstruowac test F' stluzacy do badania istotnosci
ocen wspotczynnikéw funkcji regresji. W tym celu obliczymy
S-S n,-N,-3
S; N,-N,

F:

b

ny

n
gdzie: ST =Y [P =¥ 15 ;=[P -»nl; N, +3,N,+3 - liczba zada-
k=0 k=0

nych bazowych funkcji sklejanych. Statystyka F [3] ma rozklad Snedecora
on, —N,-31N,—-N, stopniach swobody i pozwala testowa¢ hipotezg, ze réznica
wariancji obu funkcji regresji jest rOwna zeru. Z tablic rozktadu F Snedecora, dla
zadanego poziomu istotnosci o iprzy n, —N, -3, N, — N, stopni swobody, odczy-

Jesli obliczone F2F, ..

tujemy wartos¢ krytyczna F,,...- to hipoteze

o réwnosci wariancji odrzucamy, tzn. funkcje regresji r6znia sig od siebie. Oblicze-
nia rozpoczgto od N, =1 (tzn. przy 4 funkcjach bazowych). Wyniki statystyczne
przedstawia tabela 1. Na ich podstawie mozna wnioskowaé, ze optymalna liczba
bazowych funkcji sklejanych jest n =200. Przy wiekszej liczbie bazowych funkcji
wspotczynniki dopasowania ro6znig si¢ nieznacznie. Zatem nie ma wyraznej potrze-
by rozbudowywania funkcji regres;ji.

Tabela 1. Warto$ci funkcji testowe;j

n, wsp_zb = Wwsp_zm = a=0.05
e = )’ O~ s
e kZ.: PRCAESOE 5'100% F,. | F,
= - n,n+ rytyczne
n n-(n+3) | "
Z (JN/k - 37)2
k=0
2 197.4948 6.5756E-03 7.72 87.14 3.00
3 160.2566 4.3283E-03 6.26 38.09 2.60
4 148.0326 3.6938E-03 5.78 17.29 2.37
5 104.3273 1.8340E-03 4.08 9.98 2.21
6 82.4755 1.1460E-03 3.22 4.12 2.14
7 72.8617 8.9426E-04 2.84 2.50 2.01
200 20.7330 7.0069E-05 0.79 0.96 1.17
400 20.5996 6.6777E-05 0.78 0.91 1.11

Zastosowanie nadmiernej liczby bazowych funkcji znacznie wydluza czas
obliczen i mozliwosci ich wykorzystania.
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ABSTRACT

The paper presents possibilities of using base splice functions to determine regression
functions by means of most credibility method. The algorithm developed was used to describe the
distribution of rotational speed in an electric engine. A statistical analysis of consistency of match-
ing the model to measurement data was carried out.

Recenzent dr hab. Wiestaw Zieba
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