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H u b e r t  W y s o c k i  

O  P E W N E J  M E T O D Z I E   
F U N K C J I  M O D U L U JĄC Y C H   

I  J E J  Z A S T O S O W A N I U  D O  I D E N T Y F I K A C J I  
R Ó W N AŃ  N O M O T O  D L A  O K RĘT U   

K L A S Y  M A R I N E R  

STRESZCZENIE 

W pracy przedstawiono pewną modyfikację klasycznej metody Shinbrota identyfikacji 
układu dynamicznego za pomocą funkcji modulującej. Zaproponowana w artykule metoda dotyczy 
użycia większej liczby funkcji modulujących i rozwiązuje problem wyboru najlepszego modelu. 
Została przetestowana w identyfikacji wskaźników sterowności dla wybranego okrętu klasy  
Mariner. 

WSTĘP 

Metoda Shinbrota [12] polega na całkowaniu przez części równania opisują-
cego dynamikę układu pomnożonego stronami przez odpowiednio dobraną dla tej 
metody funkcję. Funkcja ta nie zależy od sygnałów na wejściu i na wyjściu układu. 
Dla tego rodzaju niezależności została nazwana funkcją modulującą (por. [4]). Cał-
kowanie odbywa się po różnych podprzedziałach czasowych przedziału obserwacji 
układu, tyle razy, ile wynosi liczba identyfikowanych współczynników modelu.  
W ten sposób, dla danej pary sygnałów wejście-wyjście, dochodzimy do układu 
równań, którego rozwiązanie daje zidentyfikowane parametry modelu. W pracy 
proponuje się zastosowanie większej liczby funkcji modulujących, co umożliwi 
całkowanie po całym przedziale obserwacji dynamiki układu, czyli uwzględnienie 
całego przebiegu sygnału w danym całkowaniu. Rozważa się układ dynamiczny 
opisany liniowym równaniem różniczkowym zwyczajnym rzędu m  dla wejścia  
i rzędu n  dla wyjścia. Taki układ w metodzie Shinbrota nie był rozpatrywany.  
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Ponadto, w metodzie klasycznej nie rozważa się problemu wyboru najlepszego mo-
delu z danej klasy modeli opisujących identyfikowany obiekt sterowania. W artyku-
le zagadnienie to zostanie rozwiązane poprzez zastosowanie twierdzenia o rzucie 
ortogonalnym w przestrzeni kR  ze zwykłym iloczynem skalarnym. 

Opracowana metoda zostanie zilustrowana przykładami identyfikacji współ-
czynników równań różniczkowych Nomoto rzędu pierwszego i drugiego dla wybra-
nego okrętu klasy Mariner [Mariner Class Vessel – (MCV)]. Statki tej klasy były 
projektowane w połowie lat sześćdziesiątych ubiegłego stulecia i obecnie nie są już 
eksploatowane [5]. 

IDENTYFIKACJA UKŁADU DYNAMICZNEGO 

Dla uproszczenia zapisów wprowadzimy następujące operacje: 
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Niech będzie dany liniowy stacjonarny układ dynamiczny o parametrach 

skupionych opisany równaniem różniczkowym 

,...... 1
1

101
1

1 uSubuSbuSbyaSyaySaySa m
m

m
m

n
n

n
n ++++=+++ −

−
−

−  (1) 

gdzie nmnmmjniba ji ≤∈∈∈∈∈ ,N,N,,1,,0R,, 0   

 
oraz 

nm LtyyLtuu ∈=∈= )(,)( . 



O pewnej metodzie funkcji modulujących i jej zastosowaniu... 

3 (158) 2004 103 

 Funkcję nLtff ∈= )(  spełniającą warunki 
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nazywamy f u n k c j ą  m o d u l u j ą c ą  n -tego stopnia układu (1) (odpowiadającą 
chwilom ktt ,0 ). Jest oczywiste, że funkcja modulująca stopnia nn >' jest funkcją 
modulującą stopnia n . 

Niech para sygnał wejściowy-sygnał wyjściowy 
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Zachodzi następujący ogólny wzór na całkowanie przez części (por.  
[14, 15]): 
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Stosując do ostatnich n  składników lewej strony i do m  pierwszych skład-
ników prawej strony każdej z równości (3) wzór (4) na całkowanie przez części, 
otrzymujemy: 
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Zakładając, że n
k Lfff ∈,...,, 21  są elementami modulującymi co najmniej 

n-tego stopnia układu dynamicznego (1) (przy ktt ,0 ), z (5) uzyskujemy: 
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Układ ten możemy zapisać w postaci wektorowej 
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Ponadto 
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Załóżmy teraz, że parametry układu (1) nie są znane. Zbiór złożony z pary 
sygnałów 
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służących do zidentyfikowania współczynników równania (1) nazywamy s e r i ą  i d e n -
t y f i k u j ą c ą  (jednoelementową) [1]. W praktyce funkcje )(),( **** tyytuu ==  
wyznaczane są drogą aproksymacji, na podstawie wartości pomiarowych sygnału 
wejściowego i odpowiadającego mu sygnału wyjściowego uzyskanych podczas 
normalnej pracy układu sterowania.  

Z uwagi na izomorfizm (11) dalsze rozważania będziemy prowadzili  
w przestrzeni Hilberta 2: kl=Η , w której iloczyn skalarny 
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wyznacza normę 
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Przez i d e n t y f i k a c j ę  układu dynamicznego (1) będziemy rozumieli za-
gadnienie doboru współczynników równania (1) przy serii identyfikującej (12) tak, 
aby funkcjonał (tzw. w s k a ź n i k  j a k o ś c i  i d e n t y f i k a c j i ) 
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osiągał minimum, gdzie ],...,,[: 21 kfff=f  jest ustalonym wektorem funkcji modu-

lujących co najmniej n -tego stopnia (odpowiadających chwilom ktt ,0 ), natomiast 

nmii +∈ ,0,, ** vw  są wektorami postaci (8) – (10) wyznaczonymi dla serii (12).  
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 Zagadnienie wyboru najlepszego modelu z klasy 
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w sensie minimalizacji wskaźnika jakości (15) rozwiążemy, stosując następujące 
t w i e r d z e n i e  o  r z u c i e  o r t o g o n a l n y m : 

 TWIERDZENIE [9]. Niech 0Η  będzie domkniętą podprzestrzenią liniową 
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cą (12), dla której ten warunek jest spełniony – s e r i ą  i d e n t y f i k o w a l n ą   
(por. [1]). 
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powłoki liniowej BLin , który jest położony najbliżej [w sensie normy (14)] danego 

elementu *w . Mamy zatem znaleźć taki układ ),...,,( 00
1

0
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Stąd i z własności iloczynu skalarnego (13) otrzymujemy układ r ó w n a ń  n o r -
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którym – według zależności (7) – odpowiadają optymalne parametry układu dyna-
micznego (1). Do obliczeń numerycznych wygodnie jest przedstawić układ (17)  
w postaci wektorowo-macierzowej 

dCα = , (18) 

gdzie nmjidc jjijiji +∈===== ,0,)],|[(:][],[:)],|[(:][ *0** vwdαvvC *α . 

 
Równanie (18) ma jednoznaczne rozwiązanie, ponieważ wyznacznik macie-

rzy C  jest w y z n a c z n i k i e m  G r a m a , który jest różny od zera (co jest równo-
ważne warunkowi identyfikowalności układu dynamicznego (1), por. [9]). 

Opracowane zagadnienie identyfikacji sprawdzimy na przykładach wyzna-
czania parametrów Nomoto dla wybranego okrętu klasy Mariner. 
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PRZYKŁADY 

PRZYKŁAD 1. Badając sterowność statku, korzysta się z dwóch prostokąt-
nych układów współrzędnych (rys. 1.): 

− nieruchomego prawoskrętnego układu współrzędnych geograficznych ),( 00 YX  

leżącego w płaszczyźnie wody spokojnej, z osią 0X  skierowaną w kierunku 

północy; 
− nieruchomego, sztywno związanego ze statkiem prawoskrętnego układu GXY  

leżącego w płaszczyźnie równoległej do wodnicy konstrukcyjnej, którego po-
czątek jest środkiem ciężkości G  masy statku, a oś X skierowana jest ku dzio-
bowi. 

Ograniczając rozważania do ruchu statku w układzie 00YOX , wykazuje się, 

że liniowe równanie różniczkowe sterowności statku opisujące zależność między 
kątem wychylenia steru )(tδ  a prędkością kątową )(tr  obrotu statku (myszkowa-

nia) ma postać [10] 

)()()(' tKtrtTr δ=+ . (19) 

Równanie (19) oraz parametry TK ,  nazywamy odpowiednio r ó w n a -
n i e m  N o m o t o  r z ę d u  p i e r w s z e g o  i  w s p ó ł c z y n n i k a m i  N o m o -
t o .  

 
Równanie Nomoto stosuje się dla małych wartości 0δ  kąta wychylenia ste-

ru, przy czym sterowanie jest najczęściej liniowo-stałe, „trapezowe” lub „sinuso-
idalne”. Równanie to obowiązuje w przedziale czasu ],[ 0 ktt , w którym występuje 

niewielka liczba zmian steru z jednej burty na drugą (niewielka częstotliwość akcji 
steru) i warunki żeglugi nie ulegają istotnym zmianom [13, 3, 8]. 
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Rys. 1. Ruch statku w układzie współrzędnych 00YOX  
 

Model Nomoto rzędu pierwszego jest stosowany w projektowaniu regulato-
rów kursu w autopilotach sterowania statkiem. Parametry K  i T  zależą m.in. od 
prędkości i załadowania statku, jego własności hydrodynamicznych, a także od sta-
nu morza, rodzaju akwenu i wartości meteorologicznych (falowania i wiatru). 
Współczynnik wzmocnienia K (skuteczności steru) charakteryzuje zwrotność stat-
ku, natomiast stała czasowa T – stateczność kursową i szybkość reakcji statku na 
wychylenie steru. Ze wzrostem wartości 0δ  wychylenia steru parametry TK ,  ma-

leją, jednak stosunek TK /=μ , nazywany w s k a ź n i k i e m  N o m o t o , pozosta-
je w przybliżeniu stały. Służy on do oceny zwrotności statku [8]. 

Równanie (19) stanowi przypadek szczególny zależności (1) dla 
0,1 == mn , gdzie )(tu δ=  oraz ).(try =  

Dla statku klasy Mariner (MCV) o następujących parametrach [2]: 

− długość całkowita Lc=171.8 [m]; 
− maksymalna szerokość B = 23.17 [m]; 
− zanurzenie średnie T = 6.86 [m]; 
− długość między pionami L = 160 [m]; 
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− masa statku m = 17050 [t]; 
− wyporność W = 16622 [m3]; 
− środek ciężkości XG = 3.70 [m]; 
− prędkość nominalna V = 7.716 [m/s]; 
− pole powierzchni czołowej okrętu Af = 416.4 [m2]; 
− pole powierzchni bocznej okrętu As = 1540.1 [m2]; 
− nominalne obroty śruby okrętowej n = 7.151 [rad/s]; 
− maksymalna prędkość kątowa wychylania steru 'δ  = 3.5 [o/s]; 
− gęstość wody wρ  = 1025 [kg/m3]; 

− gęstość powietrza aρ  = 1.23 [kg/m3] 

współczynnik wzmocnienia i stała czasowa wynoszą odpowiednio [5]: 

[s]64.105[1/s],1830.0 == TK . (20) 

Rząd równania (19) jest równy n = 1, zatem minimalna liczba funkcji modu-
lujących potrzebnych do identyfikacji wynosi k = 2. 

Przy wyznaczaniu wskaźników Nomoto często korzysta się z funkcji wy-
chylenia steru postaci [3] 
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gdzie '/2 0 δδ=rt jest czasem potrzebnym do osiągnięcia wartości 0δ , natomiast 

'δ  jest prędkością kątową wychylenia steru [6]. 
 

Dla rozważanego okrętu (MCV) przyjmiemy bezpieczną prędkość kątową 
8.2'=δ [o/s] oraz 70 =δ  [o]. Wówczas 5=rt  [s]. Mamy zatem 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥

<≤
=δ=

5dla7

50dla4.1
)(**

t

tt
tu . (22) 



O pewnej metodzie funkcji modulujących i jej zastosowaniu... 

3 (158) 2004 111 

 Wykres tego sygnału w przedziale obserwacji [0,20] przedstawia rysunek 2., 
natomiast rysunek 3. przedstawia rozwiązanie numeryczne równania (19) przy 
współczynnikach Nomoto (20) i warunku początkowym 0)0( =r .  

W tabeli 1. zamieszczono wyniki identyfikacji współczynników równania 
Nomoto dla serii identyfikującej 

))}(),(({:SI)( **
1 trtδ= , (23) 

gdzie )(* tδ  jest sygnałem (22), natomiast )(* tr  odpowiedzią na ten sygnał, przed-
stawioną na rysunku 3. Identyfikację przeprowadzono w przedziale obserwacji  
[0,20], odpowiednio dla k = 2, 3 funkcji modulujących. Za każdym razem otrzyma-
no wyniki bardzo zbliżone do (20). Należy również pamiętać, że przedstawione  
w tabeli 1. parametry Nomoto są optymalne w sensie minimalizacji funkcjonału fJ  
dla serii identyfikującej (23) i ustalonego wektora f  funkcji modulujących. 
 

 
Rys. 2. Funkcja wychylenia steru (22)  

 
 

 
Rys. 3. Prędkość kątowa statku jako odpowiedź na wychylenie steru wg zależności (22) 
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W 1960 roku Nomoto przedstawił metodę wyznaczania parametrów TK ,  
na podstawie tzw. próby wężowej (próby Kempfa, próby „zig-zag”) [11], która we-
dług standardów opracowanych przez Międzynarodową Organizację Morską (IMO) 
musi spełniać ściśle określone warunki.  

W metodzie zaproponowanej w tym artykule można oczywiście wykorzy-
stać sygnały )(),( ** tt ψδ  (gdzie )(tr ψ ′=  i )(tψ  jest kątem kursowym statku) 
otrzymywane podczas próby „zig-zag”. Generalnie nie wymaga ona jednak tak dłu-
giej rejestracji sygnałów. Mogą one być uzyskiwane podczas normalnego kursu 
statku. 
 

PRZYKŁAD 2. Oprócz równania Nomoto rzędu pierwszego rozważa się rów-
nież, obowiązujący przy tych samych założeniach co poprzednio, model rzędu dru-
giego [10] 

)],()('[)()(')()('' 32121 ttTKtrtrTTtrTT δδ +=+++  (24) 

w którym stałe KTTT ,,, 321  charakteryzują sterowność statku. 

Jeżeli 0, 21 >TT , to statek ma stateczność ruchu prostoliniowego, która za-
pewnia poruszanie się stałym kursem ze sterem w położeniu neutralnym, na spokoj-
nej wodzie i przy bezwietrznej pogodzie. Ponadto, im większe wartości 21,TT , tym 
szybciej statek zmienia kurs pod wpływem akcji steru, czyli jest bardziej zwrotny. 
Im większa jest wartość parametru 3T , tym większy wpływ na sterowność statku ma 
prędkość wychylania steru. Wskaźnik K , charakteryzujący zwrotność statku, jest 
miarą prędkości zmiany kursu przy zadanym kącie wychylenia steru [3]. 

Między stałą czasową T  występującą w równaniu Nomoto rzędu pierwsze-
go (19) a parametrami modelu (24) zachodzi związek [10]: 

321 TTTT −+= . (25) 

Dla okrętu (MCV) rozważanego w przykładzie 1. parametry równania No-
moto (24) wynoszą odpowiednio [5]: 

[s]55.18[s],28.116,[s]91.7[1/s],1830.0 321 ==== TTTK . (26) 

Rząd równania (24) wynosi 1=m  dla wejścia i 2=n  dla wyjścia, zatem 
minimalna liczba funkcji modulujących potrzebnych do identyfikacji jest równa 

4=k . Sygnału wejściowego (22) nie możemy brać pod uwagę, ponieważ nie jest 
on elementem przestrzeni )R],20,0([22 CL = , gdzie ]20,0[  jest przedziałem ob-
serwacji sterowności okrętu. Wobec tego jako )(tuu =  przyjmiemy funkcję 

)1(:)( 0
tetu κδδ −−== , 
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która dobrze przybliża przedziałami liniową funkcję (21), jeżeli rt '/4.0≈κ , gdzie 

crr LVtt /' =  jest bezwymiarowym czasem wychylenia steru [3]. 

Uwzględniając dane (MCV), otrzymujemy 78.1,22.0' ≈≈ κrt  oraz 

)1(7)( 78.1** tetu −−== δ . (27) 

Wykres funkcji (27) w przedziale obserwacji ]20,0[  zamieszczono na ry-
sunku 4., natomiast odpowiedź numeryczną układu (24) na ten sygnał przy danych 
wskaźnikach (26) i warunkach początkowych 0)0(')0( == rr  na rysunku 5. 
 

 
Rys. 4. Funkcja wychylenia steru (27) 

 

 
Rys. 5. Prędkość kątowa okrętu jako odpowiedź na wychylenie steru wg zależności (27) 

 



O pewnej metodzie funkcji modulujących i jej zastosowaniu... 

3 (158) 2004 115 

 
 

Ta
be

la
 2

. I
de

nt
yf

ik
ac

ja
 ró

w
na

ni
a 

N
om

ot
o 

(2
4)

 



Hubert Wysocki 

116  Zeszyty Naukowe AMW 

Tabela 2. przedstawia wyniki identyfikacji współczynników równania No-
moto (24) dla serii identyfikującej 

))}(),(({:SI)( **
1 trtδ= , 

gdzie )(* tδ  jest sygnałem (27), natomiast )(* tr  odpowiedzią na ten sygnał przed-
stawioną na rysunku 5. Identyfikację przeprowadzono odpowiednio dla k = 4, 5, 6 
funkcji modulujących i za każdym razem otrzymano wyniki bardzo zbliżone do 
(26). Tabela zawiera również wartości stałej czasowej T obliczanej według wzoru 
(25). Różnią się one nieznacznie od stałej [s]64.105=T  przyjętej w modelu No-
moto rzędu pierwszego, rozważanym w przykładzie 1. 
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ABSTRACT 

The paper presents a modification of classic Shinbrot method used to identify a dynamic 
system by means of modulating function. The method proposed in the paper refers to application 
of a larger number of modulating functions and solves the problem of best model selection. It was 
tested for identification of steerability indicators for a selected Mariner class ship. 
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