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IDENTYFIKACJA I POPRAWIANIE
WSPOLRZEDNYCH ZNAKOW NAWIGACYJNYCH
OBARCZONYCH GRUBYMI
BLEDAMI WYSTAWIENIA

STRESZCZENIE

W artykule przedstawiono koncepcje wraz z teoretycznym uzasadnieniem wykorzysty-
wania wyréwnania swobodnego do identyfikacji znakéw nawigacyjnych obarczonych grubymi
btedami wystawienia. Artykut zawiera wyniki testow numerycznych potwierdzajgcych przydatnosé
wyréwnania swobodnego dla takiej identyfikacji w elementarnym i rozwinigtym uktadzie obserwa-
cyjnym.

WSTEP

Przy okreslaniu pozycji obserwowanej okretu z reguly przyjmuje si¢ zatoze-
nie, ze znaki nawigacyjne, w oparciu o ktore okresla si¢ pozycje, sa punktami staly-
mi. W istocie jednak ich wspotrzedne sa okreslone z pewnymi biedami $rednimi

(m X, My, ), charakteryzujacymi losowe bledy wystawienia (w klasycznych roz-

wiazaniach sa one pomijalne).

W praktyce moga jednak wystapi¢ sytuacje, w ktorych znaki nawigacyjne
beda wystawione blednie, tzn. ich wspotrzedne moga by¢ obarczone btedami wy-
kraczajacymi poza przedzialy dopuszczalne dla btedéw losowych (np. podczas
wystawiania na wybrzezu potencjalnego przeciwnika). Takie bledy w teorii wspot-
czesnego rachunku wyrownawczego [2, 3] sa nazywane bledami grubymi. Niewy-
kryte bledy grube wystawienia w istotny sposob obnizaja dokladno$¢ wyznaczenia
pozycji okrgtu. Waznym zatem zagadnieniem jest zastosowanie takiej metody opra-
cowania wynikow obserwacji nawigacyjnych, ktéra umozliwiataby identyfikacje,
a nastgpnie poprawienie wspotrzednych stacji obarczonych tego rodzaju btgdami.
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Ogodlna, teoretyczna koncepcja metody spelniajacej postawione wyzej wy-
maganie zostata sformutowana przez Z. Wisniewskiego w monografii [8]. Idea tej
metody jest potaczenie teorii wyréwnania swobodnego (niezaleznego od uktadu
wspotrzednych) z zasadami wyrownan odpornych na btedy grube. Rezultatem wy-
roOwnania swobodnego sa nie tylko przyrosty do przyblizonych wspoirzednych
punktow wyznaczanych (pozycji okretu), lecz takze do wspoirzegdnych punktow
uznawanych w klasycznych rozwiazaniach jako punkty state (przyrosty do wspot-
rzednych znakoéw nawigacyjnych). Koncepcja metody polega na zatozeniu (zwery-
fikowanym w [5]), ze bledowi grubemu odpowiada stosunkowo duzy przyrost do
wspotrzednej znaku nawigacyjnego obarczonego takim btedem.

PODSTAWY TEORETYCZNE WYROWNANIA SWOBODNEGO

W klasycznym wyrdéwnaniu zaktada si¢, ze macierz A funkcjonalnego mo-
delu zadania wyréwnawczego

V=AX+L
C, =mP"'
®(X)= VPV =min
jest macierza kolumnowo petnego rzedu i istnieje odwrotnosé (A'PA )' [7]
(V —wektor poprawek, A — znana macierz wspotczynnikéw, C; — macierz kowa-
N,1 N,r
riancji wynikow pomiaru, P — znana macierz wag, X — wektor nieznanych para-
N,N 1
metréow modelu, m; — nieznany wspdlczynnik wariancji, N — liczba
wyrownywanych obserwacji, » — liczba parametrow).
Pozwala to na przedstawienie estymatora X minimalizujacego funkcjg celu

®(X) = V'PV, a wigc rozwiazujacego uklad réwnan normalnych

A"PAX+A'PL=0 (1)
W postaci
X=—(A"PA)'ATPL.

Taka klasyczna sytuacja wystepuje jednak tylko wtedy, gdy odpowiadajaca
wyrownywanemu ukladowi obserwacyjnemu struktura geometryczna nie zawiera
stopni swobody.
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Zgodnie z definicjami przedstawionymi w [8], wyrdznia si¢ zewngtrzne
stopnie swobody (SWU) okre$lajace mozliwosci przemieszczania si¢ catej struktury
geometrycznej wzgledem osi ukladu wspotrzednych (<>,J)oraz jej obrét (1),
a takze wewngtrzne stopnie swobody (SWW) wynikajace z mozliwosci wzajemnego
przemieszczania si¢ elementéw tworzacych tg strukturg. Catkowita liczba stopni
swobody to SW = SWU + SWW.

W przypadku traktowania znakow nawigacyjnych jako punkty state, struktu-
ra geometryczna przyporzadkowana uktadowi obserwacyjnemu nie zawiera stopni
swobody. Natomiast w sytuacji, gdy znane wspolrzedne tych znakoéw sa uznawane
jedynie za wspotrzedne przyblizone, struktura geometryczna staje sig¢ struktura swo-
bodna (niewiadomymi sa nie tylko przyrosty do wspotrzednych przyblizonych
punktu P, lecz takze przyrosty do znanych, wczesniej traktowanych jako stale,
wspotrzednych znakoéw nawigacyjnych R;, R,,..., R,). Nieznane przyrosty do wspot-
rzednych znakéw nawigacyjnych ,,uwalniaja” struktur¢ geometryczng. Na rysunku
1. przedstawiono przyktad swobodnej, elementarnej struktury geometrycznej
o dwoch stopniach swobody wzgledem ukladu wspotrzednych oraz n stopniach
swobody wewnetrznej (przemieszczanie si¢ stacji R; wzdtuz ustalonych linii namia-
rOwW NR)).

XA
SWuU=2 I' e

SW=SWU+SWW=2+n

Rys. 1. Stopnie swobody elementarnej struktury geometrycznej
W rozwinigtych, geometrycznych strukturach nawigacyjnych istnieja na

0go6t obserwacje wiazace zaro6wno punkty wyznaczane P;, jak i posrednio znaki na-
wigacyjne R;. Dlatego tez ,,uwolnienie” w takich strukturach punktow R; nie stwarza
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wewngetrznych stopni swobody. Przyktad rozwinigtej, swobodnej struktury geome-
trycznej przedstawiono na rysunku 2.

»
»

Y

Rys. 2. Stopnie swobody rozwinigtej struktury geometryczne;j

Z przedstawionych przyktadow wynika, ze analizowany system nawigacyj-
ny traktowany jako struktura swobodna moze mie¢ 2+n stopni swobody (struktura
elementarna) lub, w przypadku struktury rozwinigtej, tylko 2 stopnie swobody (sa to
jedynie stopnie swobody zewngtrzne;j).

Ze stopniami swobody struktury geometrycznej wiaze si¢ defekt (d) uktadu
obserwacyjnego, a w zasadzie, w odniesieniu do stosowanych w tej pracy modeli
liniowych, defekt macierzy A. Jest on réznica miedzy liczba kolumn tej macierzy
a jej rzedem i jest rowny calkowitej liczbie stopni swobody struktury geometryczne;j
[7, 8], tzn.

d=r—rzqd(NAr)=SW, 2)

gdzie
SW =SWU + SWW.

Z teorii algebry macierzy wynika ponadto [7], ze prawdziwa jest takze za-
leznos¢:

d=r—rzqd(ArTPVA )=SW. 3)
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Jesli APA jest macierza z ,,defektem” (d > 0), to nie istnieje jej klasyczna
odwrotno$¢ (A"PA)”, a wiec nie istnieje réwniez klasyczne rozwiazanie réwnania
normalnego (1).

Struktura geometryczna jest swobodna (o czym juz byla mowa), poniewaz
niewiadomymi sa nie tylko przyrosty do wspotrzednych przyblizonych punktu P
(w ukladzie elementarnym) lub punktéw B,P,,...,F, (w ukladzie rozwinigtym),

lecz takze przyrosty do znanych, wczesniej traktowanych jako state, wspotrzednych

znakow nawigacyjnych R, R,,...,R, . Wektor niewiadomych X ma zatem nastgpu-
jaca postac:
— w ukladzie elementarnym:
X=[dX,dY: dX, ,dY, ...dX, ,dY, 1'=[X;,X;]";
— w ukladzie rozwinigtym:
X = [dX,,dY,,..,dX,.,dY,: dXp,dYy ,....dXy ,dY, "=
=[X5, X 1,
gdzie:
X, =[dX,dY ]" (b X, =[dX,,dY,,...,dX,,dY,]");
X =[dXy,dYy, s dXy, ,dYy 1"
(w klasycznym rozwiazaniu X = X,).

W takiej sytuacji liczba kolumn macierzy A (a jednoczesnie liczba wierszy
i kolumn kwadratowej macierzy A" P A) ulega takze zwigkszeniu o warto$é 2.
Zatem:

{r =2 + 2n dla uktadu elementarnego
“4)

7 =2k + 2n dla uktadu rozwinigtego.

W teorii rachunku wyréwnawczego, dotyczacej wyrownania swobodnych
struktur geometrycznych [6, 9, 11], liczbe obserwacji nadliczbowych fustala si¢ na
podstawie wzoru:

f=N-r+d. (5)

1 (156) 2004 53



Tomasz Szubrycht, Zbigniew Wisniewski

W klasycznych rozwiazaniach liczba obserwacji nadliczbowych f'jest wigk-
sza od zera (co oznacza, ze uktad obserwacyjny moze podlega¢ wyrownaniu) wtedy,
gdyN>r & f=N—-r>0.

W strukturach swobodnych obserwacje moga by¢ natomiast wyréwnywane,
jesli

N>r—-d < f=N-r+d>0. (6)

Z wczesniejszej analizy wynika, ze w elementarnym uktadzie swobodnym
mamy

r=2+2n,d=2+n, N=n.
Zatem na podstawie nieréwnosci (6) mozna stwierdzié, ze
N>2+2n-2—-n=n).

Poniewaz jednak w uktadzie tym liczba wykonywanych obserwacji (np.
namiaréw) N jest rowna liczbie znakow nawigacyjnych n, wigc zawsze N = n. Wy-
nika stad, ze w elementarnym uktadzie swobodnym nie istnieja obserwacje nadlicz-
bowe. Zatem tworzace go obserwacje nie moga, w odrdznieniu od klasycznego
uktadu elementarnego, zosta¢ wyrownane. Elementarny uktad swobodny moze jed-
nak podlegac innego rodzaju optymalizacji.

Przeprowadzajac podobna analizg w rozwinigtym ukltadzie swobodnym,
mozna zauwazy¢, ze

r=2k+2n,d=2.

Obserwacje tworzace rozwinigty uktad swobodny moga wigc podlegaé wy-

roOwnaniu, jesli
N> Q2k+2n-2). (7)

Z przedstawionych uwag wynika, ze nie kazda swobodna struktura geome-
tryczna moze podlega¢ wyréwnaniu w sensie spetnienia minimum funkcji ®(X) =
V'PV. W wyréwnaniu swobodnym wystepuje jednak dodatkowe kryterium optyma-
lizacyjne dotyczace przyrostow X. Ma ono postac [6, 8, 11]:

v (X) = X" PxX = min, (8)

gdzie
Px — dodatkowa, zdefiniowana w dalszej czgsci pracy, macierz wag wspotrzednych
przyblizonych punktow wyznaczanych i wspoétrzednych znakéw nawigacyjnych.
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Identyfikacja i poprawianie wspotrzednych znakéw nawigacyjnych...

Wyréwnanie swobodne polega wigc nie tylko na wyréwnaniu obserwacji
(na podstawie kryterium ®(X) = V' PV =min), lecz takze na optymalnym (w sen-
sie. W(X) = X"P,X = min) wpasowaniu wyréwnywanej struktury geometrycznej
w strukture przyblizona. Takie wpasowanie, zwiazane z przemieszczeniem wszyst-
kich punktéw, pozwoli na ujawnienie odstajacych, obarczonych btgdami grubymi
punktow dostosowania — znakéw nawigacyjnych. Nalezy si¢ bowiem spodziewac,
ze przyrosty do wspotrzednych takich punktow nie beda si¢ miescity w przedziatach
dopuszczalnych dla przyrostow o charakterze losowym.

W teorii wyréwnania swobodnego model funkcjonalny zadania wyréw-
nawczego, a wigc model V= A X + L, jest na ogot zapisywany w postaci [6]:

X,
V=[A ,A ]| |+L & V=AX+L, 9)
Na na | X
dl
gdzie
h=rzqd(A), przy czym h +d=r.

Liczba kolumn macierzy A, jest rowna defektowi uktadu obserwacyjnego

(przypomnijmy, ze w elementarnym ukladzie swobodnym 4 = 2 + n, natomiast
w rozwini¢tym uktadzie swobodnym o pelnym programie obserwacyjnym d = 2).

Liczba kolumn macierzy A, jest rowna rzgdowi macierzy A, a ponadto

rzqd(A,) = rzqd(;;&‘) =rzqd(ATPA ) = rzqd(A"PA) = h (h >7).
N,h o h, h r,r

Wynika stad, ze A, jest macierza kolumnowo petnego rzgdu i istnieje, co
ma istotne znaczenie w dalszych wyprowadzeniach, klasyczna odwrotnosé

(ATPA)™". W podobny sposob jest takze tworzona struktura wektora X
h, h

X=[X/.X;1".

Laczac rownanie (9) z dwoma, wskazanymi wczes$niej, kryteriami optymali-
zacyjnymi, uzyskuje si¢ nastgpujace zadanie wyréwnania swobodnego:

X
V=AX+L=[A,A,] ' |+L

X2
®(X)=V'PV =min (10)
y(X)=X"PxX=min
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Macierz P jest macierza wag wynikéw pomiaru. Nowa macierz Py dotyczy,
o0 czym juz byla mowa, przyblizonych wspotrzednych punktow P. oraz wspotrzed-
nych znakow nawigacyjnych. Zaktadajac, ze sa to wielko$ci wzajemnie niezalezne,
macierz Px mozna przedstawi¢ w postaci (w odniesieniu do wczesniejszej struktury
wektora X = [XIT,, Xﬁ]T ):

e
Px=| * =X 11
X100 P |« [ X, (D
2n,2f1 2n,1

Bloki Py , Py macierzy Py nalezy wiaza¢ z dostepnymi, statystycznymi

informacjami o wspotrzednych, ktorych te macierze dotycza. Zalézmy na przyktad,
ze wyrownaniu swobodnemu podlega uktad obserwacyjny (elementarny lub rozwi-
nigty), ktory wczesniej zostat wyrdwnany metoda klasyczna. Wyréwnanym wspot-
rzgdnym punktow P, przyporzadkowana jest wowczas odpowiednia macierz

kowariancji C,. Zatem w takim przypadku, zgodnie z og6lna definicja macierzy

wag, nalezy przyjac:
P, =C;. (12)

Wspoétrzedne znakéw nawigacyjnych moga mie¢ réwniez ustalona macierz

kowariancji C, . Zalézmy, ze jest to macierz diagonalna o elementach
. 2 2 2 2
CR=D1ag(mXR1 My e My STy ). (13)

Biorac pod uwagg (12), (13), macierz Px mozna przedstawi¢ w postaci:

Px=

|
E
Il
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lub, zgodnie ze struktura (9), w postaci

| -

-2
my, |

Rozwiazanie swobodnego zadania wyrownawczego (10) przebiega dwueta-
powo [4, 6]. W pierwsze] kolejnosci rozwiazywane jest klasyczne zadanie wyrow-
nawcze

V=AX+L }
® (X)=V'P V =min ’

co prowadzi do rownania normalnego
ATPAX+APL=0.

Biorac pod uwagg przyjeta w (9) strukturg macierzy A =[A, A, ], rowna-

nie to mozna zapisa¢ w postaci:
Al X Al
LI PTALAT L || L [PL=0
A2 X2 A2

A/PA X, +A/PAX, +A/PL=0 *
h (14)

AIPA X, + AJPA,X,+AJPL =0 **
d, d

lub

Uktad (14) sktada si¢ z dwoch rownan macierzowych. Pierwsze z nich (¥)
jest tworzone przez h niezaleznych rownan o » = h+d niewiadomych. Poniewaz
d > 0, wigc jest to uktad o wigkszej liczbie niewiadomych anizeli rownan (podobnie
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jak uktad rownan warunkowych w znanej w rachunku wyréwnawczym metodzie
korelat, np. [1]). Liczba rownan w drugim, macierzowym rownaniu (**) uktadu (14)
jest zgodna z defektem uktadu obserwacyjnego i jednoczesnie z calkowita liczba
stopni swobody struktury geometrycznej. Oznacza to, ze rownania tworzace drugi
uktad sa niezalezne od rownan z pierwszego uktadu [8]. Umozliwia to zastosowanie
kryterium optymalizacyjnego ¥(X) = X" P, X = mintylko do pierwszego réwnania
uktadu (14). Uwzgledniajac powyzsze uwagi, w drugim etapie rozwiazywania pro-
blemu (10) nalezy sformutowa¢ nastgpujace zadanie:

A'PA X, +A/PA.X, +A/PL=0 )

1 X
v (X)=X"PxX=[X| X5 ]| = 1 e {Xl} X!Py X, +X/Py X, =min | .
N

Wprowadzajac nastgpujace oznaczenia y,

Bd=[AlTPA1,A1TPA2]; (15)

h,h+

A=A[PL,

zadanie to mozna zapisa¢ w postaci:

BX+A=0
¥Y(X)=X"PyX=min { -
Jest to problem optymalizacyjny klasycznej metody warunkowej (korelat).
Do rozwiazania powyzszego problemu konieczne jest zastapienie funkcji

¥(X) = X"P, X funkcja Lagrange’a o postaci:

EX)=yX)-2K' BX+A)=X"PxX-2K'(BX+A), (16)
gdzie
K - wektor korelat (mnoznikéw Lagrange’a).

hl

Uzyskuje si¢ w ten sposob wtorny problem optymalizacyjny [1]:

(17

BX+A=0
£ (X)=X"PxX-2K"(B X + A) = min }
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Korzystajac z warunku koniecznego ekstremum funkcji & (X), wyznaczamy
0§(X A
£=2XTPX—2KTB=O < X=PB'K. (18)
oX
Wstawiajac (18) do rownania BX + A = 0, uzyskamy nastgpujace rOwnanie
(rownanie normalne korelat):

BP,'B"K+A=0. (19)

h, h h1 h1
Poniewaz rzqd (BPy' B") = h, wigc istnieje (BPg' B")™ [7]. Tym samym istnie-
h, h h, h

je nastepujace rozwiazanie rownania (19):

K=—(BP/B")'A. (20)

Wstawiajac powyzsze rozwiazanie do zaleznosci X = Py'B"K , ostatecz-

nie uzyskamy:

X =P/B'K=—P;'B" (BP{'B")'A. 1)

Ponadto, rozwijajac wyrazenie (21), zapiszemy:

o X
X=[2"|=—P'B"(BP/'B")'A=-| -
[ —

« } (BP,'B")" A”PL
0

2

P, ¢ 0
o {AITPAI
P,

~P;'ATPA,(BP,B")" ATPL

X, =
. (22)
X, =P ATPA (BP,B") ' A[PL

Wyréwnane wspotrzedne punktéw P; oraz poprawione wspotrzedne stacji R;
(optymalnie wpasowane w wyniku wyréwnania swobodnego) mozna uzyskaé, ko-

> 0
IAJ{AZ}:[Z }5{. (23)
ZR ZR
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gdzie:

Z=[X,.Y,,...X,,Y,]" —wektor pozycji whasnych (wspotrzednych punkow P.);
Z7° =[X],Y°,... X, Y'T" —wektor pozycji przyblizonych;

Z,=[X R o VR seeneee: Xp o Yr 1" — wektor wspotrzednych stacji.

Zauwazmy, ze podzial wektora przyrostow X = [XIT , Xg 1" nie pokrywa sig
z podziatem tacznego wektora wspotrzednych U =[Z",Z%1". Pierwszy z tych po-
dziatow jest zwiazany z defektem swobodnego uktadu obserwacyjnego, natomiast
drugi — z rodzajem punktow (defekt uktadu nie jest na ogét zgodny z liczba wspot-
rzgdnych stacji).

W wyréwnaniu swobodnym szczegdlne znaczenie, oprocz wartosci przyro-

stow X r do pierwotnych wspotrzednych stacji, maja bledy Srednie wszystkich wy-
rownanych wspotrzednych. Wazne jest zatem wyznaczenie macierzy kowariancji
wektora U . Macierz ta ma nastepujaca strukturg:

A

c - CAZ A cov(AZ,ZR) .
Ul cov(Z,,Z) C,

24

Macierz C ; to ostateczna (po wyréwnaniu swobodnym) macierz kowarian-
cji wspotrzednych punktow P; (wezesniej znana na poziomie C, ). Natomiast C 2,
to macierz kowariancji poprawionych wspotrzednych znakow nawigacyjnych. Przez
COV(Z, Z r)= COV(Z 2> Z) oznaczono bloki zawierajace kowariancje pomiedzy
wektorami Z i Z R

Macierz kowariancji tacznego wektora U mozna wyznaczy¢ na podstawie
zaleznosci:

C,=DC, D" =m;DP"'D'D, (25)

gdzie:
CL = ngPi1 5

D=P,/B (BP,/'B")"'A/P.
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Po odpowiednim podstawieniu macierz C ; mozna zapisa¢ takze w postaci:
C,=m,Py'B" (BP{'B")" A[PA (BP{'B")"'BP;'.  (26)
Wspotczynnik m§ okresla wzor:

e VPV _ VPV
‘ f N-r+d

27

W uktadzie elementarnym f'= 0 (brak obserwacji nadliczbowych) i nie ma

mozliwosci wyznaczenia m,. W takim wypadku w procesie optymalnego wpaso-

wania mozna przyjac, ze
C =P, (28)

co jest rownowazne z zatozeniem m,= 1 (W rzeczywistosci takie zalozenie jest

spetnione przy dobrym rozpoznaniu wartosci btedéw $rednich pomiaru).

WYROWNANIE SWOBODNE UKEADU ELEMENTARNEGO

Przedstawiona w pierwszej czgsci artykulu teoria zostanie zastosowana do
wyrownania swobodnego uktadu elementarnego. Przyjeto dwie rézne wersje roz-
wiazan. W pierwszej z nich wyréwnanie swobodne poprzedzone zostanie klasycz-
nym wyrownaniem wstgpnym, w ktérym niewiadomymi sa tylko przyrosty do
przyblizonych wspotrzednych punktu P. Wyréwnane w ten sposob wspoOtrzgdne
(o ustalonej macierzy kowariancji) beda traktowane jako wspoétrzedne przyblizone
w wyréwnaniu swobodnym.

W drugiej wersji uktad elementarny nie bedzie podlegat wyréwnaniu wstgp-
nemu, a tym samym wspotrzedne przyblizone punktu P pozostana bez zmian.

Kazde z powyzszych rozwiazan ma zalety i wady. W przypadku wykorzy-
stywania wyréwnania swobodnego do celow nawigacyjno-hydrograficznego zabez-
pieczenia dziatan okretow w strefie przybrzeznej (dziatah o zwigkszonych
wymaganiach doktadnosciowych) wyréwnanie swobodne z wyrownaniem wstep-
nym jest (co zostato wykazane w [5]) lepszym rozwiazaniem, zarowno pod wzgle-
dem merytorycznym, jak i uzyskiwanych doktadnosci wyznaczen.
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Zasadnicza r6znica migdzy obu wariantami jest sposob ustalania macierzy
Py . W przypadku wyréwnania swobodnego z wyréwnaniem wstepnym blok Py tej

macierzy jest wyznaczany na podstawie macierzy kowariancji wstepnie wyréwny-
wanych wspotrzednych punktu P tj. PXZ = C_Zl. W wariancie bez wyrownania
wstepnego nalezy przyjaé¢ biedy $rednie wspotrzednych (X,Y) pozycji P o warto-
sciach wynikajacych z technologii pomiaru. W tym przypadku macierz PXz jest
macierza diagonalng o postaci Py = Diag(m’,m,").

Pierwszym krokiem w obu przypadkach jest okreslenie przyblizonej pozycji
okretu. Przyblizenie to powinno by¢ na tyle dobre, aby uzasadniato liniowy charak-
ter funkcjonalnego modelu zadania wyrownawczego. W wariancie z wyroOwnaniem
wstepnym kolejnym etapem jest klasyczne wyréwnanie, ktorego efektem sa wyrow-

nane wspotrzedne pozycji (stanowiace w dalszym wyréwnaniu swobodnym wspot-
rzedne przyblizone)

7%
Y

oraz ich macierze kowariancji
c | ™ o cov(X,Y)
Z 7, 2
cov(Y, X) m;
Na przyktad, w uktadzie elementarnym o 6 znakach nawigacyjnych i pel-

nym programie obserwacyjnym (sze$¢ namiardw) macierz Py ma nastgpujaca

strukture:

— z wyréwnaniem wstgpnym

T _
c, 0
2,2
-2
X,
P, = -2
X s
14,14 Y
0
-2
Xrg
-2
- mYR(’_
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— bez wyrdwnania wstgpnego

)
my

X .
. m
14,14 Ya,

Kolejny etap wyréwnania swobodnego, zaréwno dla wariantu z wyréwna-
niem wstgpnym, jak i bez wyro6wnania wstgpnego, jest identyczny. Polega on przede
wszystkim na utworzeniu macierzy A, L, P. W omawianym przyktadzie uktad
elementarny ma 2 stopnie swobody zewngtrznej (SWU = 2) oraz 6 stopni swobody
wewngtrzne] (SWW = 6). Calkowita liczba stopni swobody i defekt uktadu obser-
wacyjnego sa wigc rowne SW = SWU + SWW = d = 8. Oznacza to, ze w macierzy
A nalezy oddzieli¢ 8 ostatnich kolumn, tworzac w ten sposob bloki A, A, (po-
dobnie w odniesieniu do wektora przyrostow X). W demonstrowanym przyktadzie
interesujace nas macierze maja zatem postaci:

_all a, a; a4, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
a,, a,, 0 0 ays Qg 0 0 0 0 0 0 0 O
6‘3“4 “lay, a, 0 0 0 0 aj a;, O O 0 0 0 0 |
a,, a,, 0 0 0 0 0 a4y a,,, O 0 0 0
ag, a;, 0 0 0 0 0 0 0 0 a, a, 0 0
4, @, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a a,,
A A,
6.,d =8
X X"
—
X =[dX,dY,dXR1 ,dYRI ,a’XRZ,dYRZ,deR},dYR],a’XRA,clYl,Q,a'XR5 ,dYR5 ,dXRﬁ,dYRﬁ] ’
[ X; : X; ]

d=8.1
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0 b ] _ _
NR, — NR" .
6 ;h mNR"l
[
NR,, — NR;; myn 0
1,2
0 b :
NRI 3 NR103 my
L= , ) NR, 5
0 ob = o
61 | NR, — NR, | o6 Mg,
0 ob ' _2
NRI,S - NRI,S 0 mNRI,S
0 ob )
_NR1,6 - NR1,6 ] i Mg,

Nalezy zauwazy¢, ze nie ma w tym ukltadzie obserwacji nadliczbowych,
gdyz N=6,r=2+2n,d=28,azatem f=N-r+d=6-14 + 8 = 0. Wynika stad, ze
rezultatem wyrdéwnania, podobnie jak kazdego innego swobodnego uktadu elemen-
tarnego, nie beda tutaj wyrownane obserwacje (namiary), lecz jedynie optymalne
wpasowanie struktury wyrdwnywanej w strukture przyblizona. Wyznaczona po
takim wyrownaniu (wpasowaniu) macierz kowariancji C; zawiera na przekatnej

kwadraty bledéw $rednich charakteryzujacych doktadno$¢ wpasowania, a wigc
kwadraty btedow $rednich kazdej ze wspotrzednych wektora:

U=(Z2",2;] =1 X7} XY, 0 X, T 1
Z uwagi na brak obserwacji nadliczbowych, macierz ta jest obliczana przy
zalozeniu, ze

C.=P"' (& m,=1).

WYROWNANIE SWOBODNE UKLADU ROZWINIETEGO

W uktadzie uwzgledniajacym kilka kolejnych pozycji okretu (uktad rozwi-
nigty) istnieje mozliwos¢ wykrywania btedow grubych we wspotrzednych (identyfi-
kacja blednych znakéw nawigacyjnych) i jednoczes$nie wyznaczenie wyrownanej
pozycji obserwowanej z wymagana doktadnoscia. Stopien skutecznosci tego proce-
su jest uzalezniony od liczby przyjetych do obliczen pozycji okretu, tzn. od stopnia
rozwinigtej struktury geometrycznej (liczby k). W artykule wykazaliSmy, ze uktad
rozwinigty o dwu pozycjach okretu (k = 2) nie zawiera, podobnie jak uktad elemen-
tarny, obserwacji nadliczbowych. Identyfikacyjne whasnosci obu tych uktadow beda
wiec podobne. W przedstawionych dalej analizach uktadu symulacyjnego przyj¢to
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wigc rozwinigta strukturg geometryczna o k = 3, n = 6 i pelnym programie obserwa-
cyjnym. Taka struktura byta juz analizowana w kontekscie ogdlnych, teoretycznych
wlasnosci.

Podobnie jak w przypadku wyrownania elementarnego uktadu swobodnego,
rowniez w uktadzie rozwinigtym istnieje mozliwos$¢ realizacji procesu wyréwnania
w 2 wariantach, czyli z wyréwnaniem wstgpnym oraz bez wyréwnania wstgpnego.
Wiaze si¢ to z koniecznoscia odpowiedniego formutowania blokéw macierzy Py .

Na przyktad, dla £ = 3 i n = 6 macierz ta ma nast¢pujaca strukture:

— z wyr6wnaniem wstgpnym

T _
c; 0
6,6
-2
X,
P, = -2
X YR[ ?
0
-2
X
-2
L Yrg
— bez wyrdwnania wstgpnego
- _
mXI
-2
my,
0
-2
me
-2
le3
P, =
-2
Xp,
m72
Yy,
0
-2
X
-2
L mYR6
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W demonstrowanym przyktadzie wektor niewiadomych 1)8(1 ma natomiast
nastepujaca budowe:

Xp Xi

X" =[dX,,dY,,dX,,dY,,dX,,dY,,d X, ,dY, X, ,dY, ,dX ,dY, ,....dX . ,dY, ‘dX, dY, ]
[ X/ POXy ]
d=2,1

Interesujace sa tutaj takze struktury macierzy wyrazow wolnych L i ma-
22,1

cierzy wag P wynikow pomiaru:
22,22

r 0 ob ]
NR,, = NR},
: o -
m
0 ob NR;
NR1,6 - NR1,6
: )
0
NR3.6
L= ’ P = -2 ,
21 | NR?, -~ NR | 222 Mg, ,
’ ’ -2
. 0 KR2‘32
-2
0 ob
NRs,a - NRs,a Lo
0 ob -2
KRI,Z - KRI,Z L I3 i
0 ob
KR2’3 — KRL3
0 0
11,2 - 11,2
0 0
12,3 - 12,3
gdzie

I, ; — przebyta droga (odlegtos¢ pomigdzy punktami P, P,)).

WYNIKI TESTOW NUMERYCZNYCH

Testy numeryczne przeprowadzono na przykladzie systemu nawigacyjnego
ztozonego z 6 znakoéw nawigacyjnych o znanych wspolrzednych, wystawionego
w zachodniej czg$ci wybrzeza polskiego. Analizie podlegat uktad elementarny,
a takze uktad rozwinigty o k£ = 3. Do obliczen przyjgto nastgpujace wartosci blgdow
$rednich:
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— blad $redni namiaru (jednakowy dla kazdego i, j)) — m,, =0.7 0.

— bfad Sredni kursu (jednakowy dla kazdego i, i+1) — m,, =1.7 0.

i,i+1

— blad $redni drogi (dla kazdego i, i+1) — m, ~=0.05/,

i+l

Ponadto, w wariancie bez wyréwnania wstgpnego przyjeto Srednie bledy
pozycji okrgtu (jednakowe dla kazdego i) o wartosciach m, =150,
my =150im.

W tabeli 1. przedstawiono wyniki identyfikacji stacji o wspotrzednych obar-
czonych blgdami grubymi w ukladzie elementarnym. Proces ten realizowano dla
dwoch wariantow: w pierwszym z nich blgdami grubymi o wartosciach

gx =—300pm, g, =—300im obarczono stacj¢ R,, natomiast w drugim bigdami

o warto$ciach g, = 250m1, g, =—250im1 obarczono stacjg R, .

Tabela 1. Wyniki identyfikacji blgdéw grubych wystawienia w uktadzie elementarnym

X | dY | g | g, X [m] Yim |g |g, | 9X | aY
1613 [ 1151 | - - | p | 6080000.0 | 6465500.0 | - - | 1238 | 1094
613 | 489 | 0 0 [ g, [6067975.1 | 64526552 [250( -250 | 1022 | -93.4
-148.6 | 143.0 | -300 | -300 | R | 60694083 | 64578222 | 0 | 0 | 147 | 194
434 | 760 | 0 0 | R, | 6069918.0 | 64631910 | 0 | 0 | 182 | 786
219 | 690 | 0 0 | R, | 60709913 | 64684569 | 0 | 0 58 | 174
346 | 356 | 0 0 | R, |6071887.2[ 64733974 | 0 | 0 | 253 | 256
559 | 364 | 0 0 | R, | 6072613.8 | 64767817 | 0 | 0 | 338 | 218

Przedstawione rezultaty wskazuja, ze wyrownanie swobodnego uktadu ele-
mentarnego pozwala na zidentyfikowanie znakéw nawigacyjnych obarczonych gru-
bymi btedami wystawienia. Btgdom tym odpowiadaja bowiem duze przyrosty do
odpowiednich wspotrzednych. Uwzglednienie tych przyrostow w ponownym wy-
roOwnaniu swobodnym zmniejsza wptyw bledow grubych wystawienia na doktad-
no$¢ ponownie wyrownanej pozycji okretu. Nalezy jednak pamigtac, ze uzyskiwane
warto$ci przyrostow znacznie odbiegaja od rzeczywistych warto$ci bledow, tym
samym umozliwiaja jedynie identyfikacj¢ bledow grubych wystawienia oraz wstep-
ne (zgrubne) oszacowanie wartosci tych bledow.
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Inny eksperyment dotyczacy uktadu elementarnego byl zwiazany z wielo-
krotnym wyznaczaniem pozycji wlasnej w réznych miejscach akwenu oraz z zasto-
sowaniem wyrownania swobodnego w dwoch omawianych wczesniej wariantach
dotyczacych pozycji przyblizonej (bez wyréwnania wstepnego i z wyrOwnaniem
wstepnym). Uzyskiwane btedy $rednie wyrownanych pozycji liczone na podstawie

wzoru
_ _ 2 2
m,=Tr(C,)=,/my +m;

dla kazdego z wariantow I, 11,..., VIII zestawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Bledy $rednie pozycji po wyréwnaniu swobodnym
(bez wyrownania wstegpnego i z wyrownaniem wstgpnym)

Bledy $rednie pozycji 71, [m]
Wspétrzedne pozycji po wyrownaniu | bez wyréwnania | z wyréwnaniem

swobodnym [m] wstepnego wstepnym
I 6075000 6474500 336.9 285.3
II 6084250 6470000 374.2 314.2
111 6095000 6474000 419.6 334.1
v 6076800 6455000 113.2 91.7
\Y 6086000 6455000 384.2 313.2
VI 6085100 6465300 292.6 246.1
VII 6088000 6461500 402.9 335.8
VIII 6095000 6461500 753.5 595.4

Przedstawione wyniki symulacji wskazuja, ze wartosci bledow $rednich po-
zycji okretu okre$lonej na podstawie wyrownania swobodnego bez wyréwnania
wstepnego sa wyzsze niz bledy uzyskane z zastosowaniem takiego wyréwnana. Jest

to zwiazane z r6zna w obu tych przypadkach struktura macierzy Py . Wyrdéwnanie
wstepne umozliwia bowiem bardziej realna i lepiej uzasadniong teoretycznie oceng
wartosci bloku Py .

W tabeli 3. przedstawiono wyniki eksperymentu badawczego polegajacego

na sprawdzeniu, w jakim stopniu wyrownanie swobodne rozwinig¢tego uktadu ob-
serwacyjnego pozwala na zidentyfikowanie zle wystawionych znakéw nawigacyj-

nych. W tym celu wspotrzgdne znaku R; (I wariant), a nastgpnie znaku R,

(IT wariant) obarczono btgdami grubymi o wartosciach g, =200im1, g, = 200(m.
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Tabela 3. Wyniki identyfikacji bledow grubych wystawienia

wariant | wariant I1

Wyznaczone Symulowane Symulowane Wyznaczone
przyrosty [m] | bledy grube [m] bledy grube [m] | przyrosty [m]
dX dy gy gy gy gy dX dy
1043 | 684 - - P, - - -96.8 | -112.3
983 | 1146 | - - P, ] - 21267 | -823
181.9 | 165.3 - - P, - - -151.4 | -37.3
562 | 824 0 0 R, | 200 | 200 | 2878 | 2782
2743 1289.7 1 200 200 R, 0 0 68.7 -82.1
502 | 763 R, | O 0 852 | 86.4
97.4 | -86.1 R 0 0 87.1 57.4
572 | 812 | 0 O | R, | © 0 69.1 | 78.1

P,P,,P, —wspohzedne przyblizone;

R,,....,R, —,znane” wspohzedne znakow nawigacyjnych.

Z przedstawionych rezultatow wynika, ze w rozwini¢tym uktadzie nawiga-
cyjnym po wyréwnaniu swobodnym uzyskuje si¢ przyrosty do wspotrzednych zna-
kéw nawigacyjnych lepiej pasujace do symulowanych bledow grubych, anizeli
miato to miejsce w ukladzie elementarnym.

Jest to zwiazane z istnieniem w tych uktadach obserwacji nadliczbowych
(o ile k > 2), a tym samym nie tylko z optymalnym wpasowaniem, lecz takze wy-
roéwnaniem wynikow pomiaru.

PODSUMOWANIE

Przeprowadzone eksperymenty badawcze wykazaly (tabela 1., 3.), ze za-
rowno w elementarnym, jak i rozwini¢tym uktadzie obserwacyjnym przyrosty do
odstajacych wspotrzednych przyjmuja duze wartosci (w stosunku do znakow o lo-
sowych btedach wystawienia). Uzyskane wyniki potwierdzaja zatem teoretycznie
uzasadniana w pracy tezg, ze zastosowanie wyrdéwnania swobodnego umozliwia
identyfikacje, a w konsekwencji poprawienie wspotrzednych znaku nawigacyjnego
obarczonego bledem grubym wystawienia. Wigksza skuteczno$§¢ w tym zakresie
wykazuja przy tym nawigacyjne uklady rozwinigte. Testy numeryczne wskazuja
rowniez, ze pozycja btednego znaku nawigacyjnego w lancuchu nie ma istotnego
wplywu na mozliwo$¢ jego identyfikacji.
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ABSTRACT

The paper presents a concept and theoretical justification for using free compensation to

identify navigation marks bearing substantial determination errors. It contains the results of
numerical tests which confirm the usability of free compensation for such identification in the
elementary and developed observation system.
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